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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.  
Представление группы G не имеет кратностей, если оно 

разлагается в сумму неприводимых представлений группы 
G с кратностями, не превосходящими единицы. Группы, в 
которых любой элемент сопряжен со своим обратным, 
называются вещественными. 

Просто приводимыми группами называются веществен-
ные группы, в которых тензорное произведение любых двух 
неприводимых представлений не имеет кратностей. Будем 
говорить, что G является SR-группой, если группа просто 
приводима (от английского «simply reducible», то есть 
«просто приводимая»). 

Определение SR-группы было предложено лауреатом 
Нобелевской премии по физике Ю. Вигнером [13]. Условия 
для определения этого класса групп сформулированы 
исходя из физических соображений. Например, отсутствие 
кратностей в произведении неприводимых представлений 
позволяет определить коэффициенты Клебша-Гордана с 
точностью до фазового множителя [8].  

В работе [13] Ю. Вигнер показал, что для произвольной 
конечной группы G справедливо следующее неравенство 
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где |M| — мощность множества M, }|{ 2 gxGxg  , 

)(gCG  — централизатор элемента g. Конечная группа G 
является просто приводимой тогда и только тогда, когда 
вышеуказанное неравенство обращается для этой группы в 
равенство. 

В работе С. П. Стрункова [7] отмечено, что необходи-
мость изучения SR-групп не вызывает сомнений, так как 
этот класс групп непосредственно связан с задачами на 
собственные функции уравнения Шредингера квантовой 
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механики. В Коуровской тетради С. П. Струнковым был 
поставлен следующий вопрос (см. [5], вопрос 11.94): 

Будут ли конечные SR-группы разрешимы? 
В приложении «Нерешенные задачи» книги [5] А. И. 

Кострикин, в качестве нерешенной проблемы, 
сформулировал вопрос о SR-группах: 

Как выразить в общем принадлежность к SR-классу в 
терминах структурных свойств группы? 

В работе Л. С. Казарина и В. В. Янишевского [4] получе-
ны важные продвижения в проблеме разрешимости конеч-
ных просто приводимых групп. Ими был предложен новый 
класс групп, который включает в себя класс SR-групп.  

Группа G называется ASR-группой (от английского 
«almost simply reducible», то есть «почти просто 
приводимая»), если тензорный квадрат любого 
неприводимого представления G не имеет кратностей. 
Очевидно, что любая SR-группа является ASR-группой. 
Обратное (см. [4]), вообще говоря, неверно. 

В [4] проблема  разрешимости конечных ASR-групп 
сведена к  следующей ситуации. Конечная неразрешимая 
ASR-группа существует тогда и только тогда, когда таковой 
является группа 퐺 ≤ 퐴푢푡(푁), где N – прямое произведение 
простых неабелевых групп, каждая из которых изоморфна 
знакопеременной группе A5 (или A6) и G/N разрешима. Эта 
группа представляет собой минимальный контрпример к 
гипотезе о разрешимости конечных ASR-групп. 

Отметим связь SR-групп с симметричными схемами 
отношений (определение см. в книге [1]). На эту связь 
указал Макки [10], но во время опубликования его работы 
терминология схем отношений еще не была разработана. 
Пусть H – конечная группа. Определим группу 퐺 = 퐻 × 퐻 ×
퐻 и ее диагональную подгруппу 퐾 = { (ℎ, ℎ, ℎ)|ℎ ∈ 퐻}. 
Пусть группа G действует сдвигами на множестве смежных 
классов Ω = 퐺/퐾. Схема отношений, определяемая 
действием G на Ω × Ω, является коммутативной и 
симметричной тогда и только тогда, когда H – просто 
приводимая группа. 
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В диссертации также изучалось строение конечных p-
групп с ограничением на число их неприводимых 
представлений. Конечные p-группы являются весьма 
сложным объектом для изучения. С ростом n число p-групп 
порядка pn возрастает чрезвычайно быстро. Например, 
неизоморфных групп порядка 29 уже более 10 миллионов. 
Поэтому для изучения и детального описания какого-либо 
класса p-групп зачастую требуется формулировать в 
определении этого класса дополнительные ограничения.  

Для конечной группа G через n(G) обозначается число 
нелинейных представлений группы G. Группы с 
ограничением на число нелинейных неприводимых 
представлений начал изучать Г. Зейц [12]. Он определил 
группы G, у которых n(G) = 1. С. Хансен и Дж. Нильсен [9], 
а также П. Палфи [11] описали случай n(G)=2. Список 
конечных ненильпотентных групп, с ограничением 푛(퐺) ≤
5 был получен Я. Г. Берковичем в работах [2,3]. 

Цель работы: Исследование строения конечных SR-
групп и строения конечных p-групп с небольшим числом 
нелинейных неприводимых характеров. 

Методы работы. В диссертации используются методы 
доказательств теории конечных групп, теории групп 
перестановок и теории характеров конечных групп. 

Научная новизна. Все основные результаты 
диссертации являются новыми. Главные из них: 

1. Получен окончательный положительный ответ на 
вопрос о разрешимости конечных SR-групп.  Причем этот 
результат справедлив и для более широкого класса ASR и 
퐴푆푅′-групп. Тем самым, из работы [4] и настоящей работы 
следует положительное решение вопроса 11.94 Коуровской 
тетради, [6]. 

2. Найдено строение конечных сверхразрешимых SR$-
групп. 

3. Определено строение конечных p-групп, у которых 
не более 6 нелинейных неприводимых характеров. 
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Теоретическая и практическая значимость. Работа 
носит теоретический характер. Результаты диссертации 
могут найти применение в исследованиях по теории 
конечных групп и их представлениям, в алгебраической 
комбинаторике, а также в интерпретации некоторых задач 
теоретической физики.  

Апробация работы. Результаты диссертации 
докладывались на 32-ой научной студенческой 
конференции (Ярославль, 2004), на всероссийской 
конференции «Колмогоровские чтения III» (Ярославль, 
2005), на международной алгебраической конференции 
«Классы групп и алгебр» посвященной 100-летию со дня 
рождения С. А. Чунихина (Гомель, Беларусь, 2005), на 
всероссийской конференции «Колмогоровские чтения IV» 
(Ярославль, 2006), на международной конференции 
«Математика. Кибернетика. Информатика.» памяти А. Ю. 
Левина (Ярославль,2008), на международной конференции 
«Некоммутативный гармонический анализ, теория 
представлений групп и квантование» (Тамбов, 2009), на 
международной конференции «Дискретная математика, 
алгебра и их приложения» (Минск, Беларусь, 2009). 

Публикация результатов. Материал диссертации был 
опубликован в цикле работ, состоящем из 4 статей (в том 
числе 2 статьи в журнале из списка рекомендованных ВАК 
РФ), и 3 тезисов докладов. Из 4 статей 2 написаны без 
соавторов, 2 – двумя авторами (Казарин Л. С., Чанков Е. И.). 
Все совместные работы написаны в нераздельном 
соавторстве. Список работ приведен в конце автореферата. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из 
оглавления, введения, пяти глав (28 параграфов), 
заключения и списка литературы из 44 наименований. Текст 
диссертации изложен на 96 страницах. 
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СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ  
 

Общая структура диссертации. Диссертация разбита на 
главы, которые в свою очередь подразделяются на 
параграфы. Нумерация всех результатов (теорем, лемм, 
следствий, предложений), а также определений сквозная 
внутри параграфа и состоит из трех цифр: первая цифра — 
номер главы, вторая — номер параграфа и третья — 
порядковый номер внутри параграфа. Формулы и таблицы 
имеют сквозную внутри всей диссертации нумерацию.  

Глава 1. Введение. Во введении обосновывается 
актуальность проблемы, делается постановка задачи, 
приводится краткий обзор уже известных результатов. 
Далее следует содержание диссертации, а также обзор 
полученных в ней результатов. 

Глава 2. Предварительные сведения Глава носит 
вспомогательный характер. В ней формулируются основные 
определения и результаты, используемые в диссертации. В 
параграфе 2.1 изложены сведения теоретико-группового 
характера. 

 В §2.2 приводятся сведения из теории представлений и 
теории характеров. Вводится понятие индуцированного 
характера, подстановочного представления и его характера. 
Формулируется закон взаимности Фробениуса. Приводятся 
основные формулировки теории Клиффорда. 

В §2.3 приводится доказательство неравенства Вигнера, 
предложенное Макки [10]. Для изложении идей Макки 
используется современная терминология (конечные пары 
Гельфанда).  

В параграфе 2.4 представлены два важных свойства ASR-
групп – факторгруппа ASR-группы является ASR-группой и 
полиномиальная оценка порядка ASR-группы ее классовым 
числом. В связи с этим предложена конструкция, 
позволяющая для произвольной наперед заданной группы G 
и сколь угодно малого положительного 휀 построить такую 
группу 픊 и ее нормальную подгруппу N, для которых  
퐺 ≃ 픊 /푁 и 푘(픊) > |픊| . 
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Глава 3. Разрешимость конечных ASR-групп В этой 
главе получено положительное решение гипотезы о 
разрешимости конечных ASR-групп. 

Теорема 3.1.2. Пусть G –  конечная ASR-группа. Тогда G 
разрешима. 

Из утверждения этой теоремы непосредственно получаем 
Следствие 3.1.3. Пусть G –  конечная SR-группа. Тогда G 

разрешима. 
Можно рассматривать и другое обобщение SR-групп, 

полагая отсутствие кратностей у тензорного произведение 
неприводимого представления с его дуальным 
представлением. Группа G называется ASR′-группой, если 
для любого 
неприводимого представления ρ группы G, тензорное 
произведение представлений ρ и его дуального ρ* не имеет 
кратностей.  

Теорема 3.1.5. Пусть G –  конечная ASR′-группа. Тогда G 
разрешима. 

Утверждения теорем 3.1.2 и 3.1.5 позволяют 
сформулировать следующее свойство неприводимых 
характеров неразрешимых групп. 

Следствие 3.1.6. Пусть G – конечная неразрешимая 
группа. Тогда найдутся такие, не обязательно различные, 
неприводимые характеры χ, φ, ψ, ξ группы G, что скалярные 
произведения [휒 , 휓]  >  1 и [휑휑, 휉]  >  1. 

Для бесконечных групп свойство разрешимости ASR-
групп перестает быть справедливым, как показывает 
следующее замечание. 

 Замечание 1. Для бесконечных групп утверждение 
теоремы 3.1.2 неверно, так как трехмерная группа 
вращений O(3) является SR-группой [7]. 

План изложения главы 3 следующий. В §3.2 
представлены необходимые предварительные сведения, 
касающиеся характеров групп A5 и A6, а также некоторые 
сведения о группах перестановок и теории представлений. В 
параграфе 3.3 обсуждается строение минимального 
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контрпримера и зафиксированы используемые в 
дальнейшем обозначения. Доказательство теоремы 3.1.2 
состоит из двух частей  в зависимости от строения 
неабелевых факторов минимального контрпримера. В 
параграфе 3.4 рассматривается случай, когда у ASR-группы 
есть композиционный фактор, изоморфный A5. 
Соответственно, в §3.5 содержится анализ случая с 
композиционным фактором A6. В параграфе 3.6 изложено 
доказательство теоремы 3.1.5 о разрешимости конечных 
ASR′-групп. 

Глава 4. Строение конечных сверхразрешимых SR-
групп В данной главе определено строение конечных 
сверхразрешимых SR-групп, представленное в теоремах 
4.1.2 и 4.1.4. В 4.1 сформулированы основные результаты 
этой главы. Необходимые предварительные сведения 
приведены в параграфе 4.2. В параграфах 4.3 и 4.4 изложены 
доказательства теоремы 4.1.2 и теоремы 4.1.4.  

Пусть p – это простое число. Напомним, что 푝′-группой 
называется группа, порядок которой взаимнопрост с p.  

Подгруппа H, группы G, называется 푝′-холловой, если H 
– это 푝′ группа, а факторгруппа G/H является p-группой.  

Теорема 4.1.2. Пусть G – конечная сверхразрешимая 
просто приводимая группа, тогда 2'-холлова подгруппа 
группы G абелева. 

Теорема 4.1.4. Пусть G –  конечная сверхразрешимая 
просто приводимая группа и S – 2-силовская подгруппа 
группы G, тогда  

퐺/Φ(푆) ≃ 퐷(퐴 ) × … × 퐷(퐴 ), 
где m – это целое неотрицательное число и D(Ai) –  
обобщенные диэдральные группы с абелевыми группами Ai 
нечетного порядка. 

Таким образом, строение конечной сверхразрешимой SR-
группы в значительной степени определяется ее 2-
силовской подгруппой. Пусть S – произвольная просто 
приводимая 2-группа. Тогда группа S × C  является 2-
силовской подгруппой сверхразрешимой SR-группы 
퐺 = 퐷(퐴) × 푆. Но не всякая просто приводимая 2-группа 
реализуется в качестве 2-силовской подгруппы 
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непримарной сверхразрешимой SR-группы. Доказательство 
этого утверждения представлено параграфе 4.5.  

Глава 5. Некоторые классы ASR и SR-групп В главе 3 
была доказана разрешимость конечных ASR-групп. 
Естественно рассмотреть строение некоторых конкретных 
классов таких групп. Основные результаты этой главы, 
представленные в параграфе 5.1. 

Теорема 5.1.1. Если G – ASR-группа нечетного порядка, 
то G абелева. 

Из утверждения этой теоремы может быть получено 
следующее 

Следствие 5.1.2. Пусть G – неабелева группа нечетного 
порядка. Тогда существуют такие неприводимые 
характеры χ и ψ группы G, что их скалярное произведение 
[χ2,ψ] >1. 

Замечание 2. Отметим, что если у группы G характер 
휒휒 не имеет кратностей для любого 휒 ∈ 퐼푟푟 (퐺), то G 
может быть неабелевой группой нечетного порядка. 
Пример – экстраспециальная p-группа. Отсюда получается 
определенное различие между ASR и 퐴푆푅 -группами. 

Теорему абелевости ASR-групп нечетного порядка можно 
усилить, используя результат о разрешимости конечных 
ASR-групп. А именно, справедлива  

Теорема 5.1.3. Пусть G –  конечная неабелева ASR- 
группа, тогда индекс ее коммутанта четен. 

 Теорема 5.1.5. Пусть 퐺 = 퐾 ⋊ 퐻 – группа Фробениуса, 
где K –  ядро G, и H – ее дополнительный множитель, и 
пусть G является ASR-группой. Тогда G – обобщенная 
диэдральная группа D(K) c абелевой группой K нечетного 
порядка.   

В параграфе 5.2 изложено доказательство теоремы 5.1.1 и 
теоремы 5.1.3, а в параграфе 5.3 – теоремы 5.1.5. В 
параграфе 5.4 получено описание конечных групп 
регулярных автоморфизмов, являющихся просто 
приводимыми группами. 

Пусть X – некоторая группа. Автоморфизм 휙 ∈ 퐴푢푡(푋) 
называется регулярным, если он оставляет на месте лишь 
единичный элемент группы X. Группа 퐺 ≤ 퐴푢푡(푋) 
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называется группой регулярных автоморфизмов, если 
любой неединичный элемент G является регулярным 
автоморфизмом X. 

Теорема 5.1.8. Пусть G – конечная неабелева группа 
регулярных автоморфизмов, и пусть G просто приводима. 
Тогда G изоморфна группе кватернионного типа Q(C_n), 
где C_n – циклическая группа порядка n, для любого n, 
кратного четырем. 

Глава 6. Описание конечных p-групп  с небольшим 
числом нелинейных неприводимых характеров В главе 
исследуются конечные нильпотентные группы с небольшим 
числом (не более 6) нелинейных неприводимых характеров.  
Любую конечную нильпотентную группу можно 
представить в виде прямого произведения ее силовских 
подгрупп, поэтому вопрос описания таких групп сводится к  
изучению p-групп с указанным свойством. Из указанного 
описания получено следствие, в котором определены не 
ASR-группы G, которые принадлежать полученному списку 
групп. 

Еще одним результатом, полученным в главе 6, являются 
теоремы определяющие необходимые и достаточные 
условия того, чтобы 2-группа класса 2 являлась ASR-
группой. 

Введем следующие обозначения: 
n(G) – число нелинейных неприводимых характеров 

группы G; 
푐푑(퐺) = {1, 푝 , … , 푝 } – множество степеней 

неприводимых характеров;  
a_i – количество характеров степени 푝 ; 
푧 = { 푥 ∈ 퐺 | 퐺: 퐶 (푥) = 푝 |,   (푖 =  0,1, … ), в частности, 

|푍(퐺)| = 푧 . 
Описание p-групп, у которых не более чем три 

нелинейных неприводимых характера, можно найти в 
работе [2].  

Теорема 6.1.1. Группа G имеет четыре нелинейных 
неприводимых характера  тогда и только тогда, когда 
выполнено одно из следующих утверждений  

1. G –  экстраспециальная 5-группа. 
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2. G – 2-группа такая, что |퐺| = 2 , |퐺 | = 2,
|푍(퐺)| = 8 и 푐푑(퐺) = {1, 2 }. 

Теорема 6.1.2. Группа G имеет пять нелинейных 
неприводимых характеров  тогда и только тогда, когда 
|퐺| = 2 , |퐺 | = 2 , 푐푑(퐺) = {1, 2, 4}, 푎 = 2, 푎 =
3 и (푧 , 푧 , 푧 ) = (2,2,20).  Примером такой группы может 
служить группа вида 

퐺 = 〈푎, 푏, 푐 | 푎 = 푏 = 푐 = 1, [푎, 푏] = 1, 푎 = 푎푏, 푏 = 푎 푏 〉 
Теорема 6.1.3. Группа G имеет шесть нелинейных 

неприводимых характеров  тогда и только тогда, когда 
выполнено одно из следующих утверждений   

1. p =7 и G –  экстраспециальная 7-группа. 
2. p=3,|퐺| =  3 , |퐺 | = 3, |푍(퐺)| = 3  и 푐푑(퐺) =

{1, 3 }. 
3. p=2, |퐺 | =  2 . Тогда |퐺| = 2 , (푧 , 푧 , 푧 , 푧 ) =

(2,2,4,40), 푐푑(퐺) = {1,2,4,8}. Примером такой группы 
является следующая группа 

퐺 = 〈푎, 푏, 푐 | 푎 , 푏 , 푐 = 1, 푎 = 푎 , 푎 = 푏푎 , 푏 =
푏푎 〉. 

4. p = 2, |퐺 | =  2  и возможен один из случаев 
a. Если (푧 , 푧 ) = (2,18), то |퐺| = 2 . Пример 

такой группы – 퐷 ∗ 퐷 . 
b. (푧 , 푧 ) = (4, 12).|퐺| =  2  и 푐푑(퐺) =

{1, 2 , 2 }, либо |퐺| = 2  и 푐푑(퐺)={1, 2 }. 
c. (푧 , 푧 ) = (8, 0).|퐺| = 2  и 푐푑(퐺)={1, 2 }. 

Замечание 3. Пусть G – 2-группа с 푛(퐺) ≤ 5. Легко 
видеть, что G не является ASR-группой тогда и только 
тогда, когда |G| = 25 и n(G) = 3, либо |G| = 26 и n(G) = 5. 

В теоремах 6.1.5 и 6.1.6 представлены необходимые и 
достаточные условия того, что 2-группа класса 2 является 
ASR-группой. Кроме того, теорема 6.1.5 позволяет 
сформулировать критерии отсутствия кратностей у 
квадратов неприводимых представлений для 2-групп класса 
2.  

Эти тесты более быстро, по сравнению с определением 
ASR-групп, проверяемы на компьютере. 



 

13 

 
Теорема 6.1.5. Пусть G – 2-группа класса 2. Группа G 

является ASR-группой тогда и только тогда, когда 
퐼푟푟(휒 ) ⊂ 퐿푖푛(퐺) для любого휒 ∈ 퐼푟푟 (퐺).  

Теорема 6.1.6. Пусть G – 2-группа класса 2. Группа G 
является ASR-группой тогда и только тогда, когда для 
любого 휒 ∈ 퐼푟푟 (퐺) факторгруппа 퐻 = 퐺/푘푒푟 (휒) такова, 
что |퐻 | = 2. 

Следствие 6.1.7. Пусть G – 2-группа класса 2. 
Определим следующие характеры: 

훹 = 휒 ,       훷 =  휒,        훬 =  휆.
∈ ( )∈ ( )∈ ( )

 

1. Группа G является ASR-группой тогда и только 
тогда, когда [훹, 훷] = 0. 

2. Группа G является ASR-группой тогда и только 
тогда, когда [훹, 훬] = 훹(1). 

С помощью первого критерия в системе компьютерной 
алгебры GAP был проведен тест для 2-групп класса 2 на 
отсутствие кратностей у тензорных квадратов 
неприводимых характеров. В следующей таблице 
представлены полученные результаты.  

 
Таблица. Число не ASR-групп для 2-групп класса 2. 

Порядок группы Число групп класса 2 Число не ASR-
групп 

23 2 0 
24 6 0 
25 26 0 
26 117 3 
27 947 10 
28 31742 70 

 

Гипотеза 1. Из таблицы естественным образом 
возникает следующее предположение. Пусть cn – число 
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групп класса 2 среди групп порядка 2n и asrn – число ASR-
групп среди групп класса 2 и порядка 2n. Верно ли, что  

푎푠푟
푐 → 1, при 푛 → ∞ ? 

Глава 7. Заключение В заключение сформулировано 
четыре гипотезы (вопроса). Эти гипотезы могут служить 
ориентирами для дальнейших исследований по SR и ASR-
группам. 

Автор выражает глубокую благодарность своему 
научному руководителю Л.С. Казарину за постановку 
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диссертацией, а также В.В. Янишевскому за 
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