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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòûÄèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äâèæåíè-åì ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òâåðäûõ òåë, ñîåäèíåííûõ ãèá-êîé áàëêîé (ñòåðæíåì). Ñèñòåìà ìîæåò ñîâåðøàòü ïîâîðîò â îäíîé ïëîñêîñòèâîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ îäíîãî èç òâåðäûõ òåë, ïîñðåäñòâîìóïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà. Òàêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñëóæèòü ìîäå-ëüþ ìàíèïóëÿòîðà, ïåðåíîñÿùåãî ãðóç. Èçó÷àþòñÿ çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìûèç îäíîãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå â çàäàííîå âðåìÿ ñ ìèíèìèçàöèåé�óíêöèîíàëà ýíåðãèè îò óïðàâëåíèÿ è çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ. �àññìàòðèâà-åòñÿ ñëó÷àé óïðóãîãî è íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãîãî ñòåðæíÿ.�åøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìèóïðóãèå ýëåìåíòû, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ,ìîíîãðà�èþ Ô.À. ×åðíîóñüêî, Í.Í. Áîëîòíèêà, Â.�. �ðàäåöêîãî1, êîòîðàÿñîäåðæèò áîëüøîé áèáëèîãðà�è÷åñêèé îáçîð. Â ìîíîãðà�èè íà ðÿäó ñî ìíî-ãèìè äðóãèìè ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì óïðóãîãî ñòåðæíÿñ òî÷å÷íûì ãðóçîì íà êîíöå. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïî-ñòðîåíû ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ. Áëèçêèå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è èçó÷àëèñüâ ðàáîòàõ Â.Å. Áåðáþêà, ãäå ðåøàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû äèíàìèêè è îï-òèìèçàöèè óïðàâëÿåìûõ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûõ ñèñòåì, ìîäåëèðóþùèõðîáîòû, øàãàþùèå àïïàðàòû, ìàíèïóëÿòîðû è äð. Â ÷àñòíîñòè ðàññìîòðå-íà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì äâóõ òâåðäûõ òåë ñâÿçàííûõìåæäó ñîáîé óïðóãèì ñòåðæíåì2. Â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåéäèññåðòàöèè ìîäåëè, â ìîäåëè, èçó÷àåìîé Â.Å. Áåðáþêîì, ðàçìåðû íåñîìîãîòåëà ñ÷èòàþòñÿ ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëûìè. Îñíîâíîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ,âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì � ýòî çàìåíà ðàñ-ïðåäåëåííîé ñîñòàâëÿþùåé êîíå÷íîìåðíîé ïî ìåòîäó �àë¼ðêèíà. Â êà÷åñòâåáàçèñíûõ �óíêöèé áåðóòñÿ áàëî÷íûå �óíêöèè. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî àíàëî-ãà ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå è áåðåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàâëå-íèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìîé. Â ðàáîòå Y. Sakawa, R. Ito, N. Fujii3, ãäå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîâîðîòà ãèáêîé ðóêè ìàíèïóëÿòîðà ñ ïîëíûì ãàøåíèåìïîïåðå÷íîé âèáðàöèè â êîíöå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ìå-òîä ïðèáëèæåíèé �àë¼ðêèíà. Ýòîò æå ìåòîä ïðèìåíÿëè ïðè èçó÷åíèè çàäà÷óïðàâëåíèÿ ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ áàëêîé Òèìîøåíêî M. Gugat, W. Krabs,G.M. Sklyar è J. Wozniak. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åìñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ðàäèóñà äèñêà, ïðè êîòîðûõ áàëêà Òè-1×åðíîóñüêî, Ô. Ë.Ìàíèïóëÿöèîííûå ðîáîòû: äèíàìèêà, óïðàâëåíèå, îïòèìèçàöèÿ / Ô.Ë. ×åðíîóñüêî,Í.Í. Áîëîòíèê, Â.�. �ðàäåöêèé. � Ì.: Íàóêà, 1989. � 368 ñ.2Áåðáþê, Â.Å. Îá óïðàâëÿåìîì âðàùåíèè ñèñòåìû äâóõ òâåðäûõ òåë ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè / Â.Å. Áåð-áþê // ÏÌÌ. � 1984. � Ò. 48, Âûï. 2. � Ñ. 238�246.3Sakawa, Y. Optimal ontrol of rotation of a �exible arm / Y. Sakawa, R. Ito, N. Fujii // Control Theory forDistributed Parameter Systems and Appliations. Leture Notes in Control and Information Sienes. � 1983.� V. 54 � Ñ. 175�187. 3



ìîøåíêî ÿâëÿåòñÿ íå óïðàâëÿåìîé (íå ñòàáèëèçèðóåìîé). Â ñòàòüÿõ Â.Å. Áåð-áþêà è Ì.Â. Äåìèäþêà4 çàäà÷è äèíàìèêè è îïòèìèçàöèè ìàíèïóëÿöèîííûõðîáîòîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè, îñíîâàííûìèíà êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè. Ñõîäíóþ òåìàòèêó èìåþò ñîâìåñò-íûå ðàáîòû Ë.Ä. Àêóëåíêî è Í.Í. Áîëîòíèêà. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ïî-ñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è èõ ïðèëîæåíèå ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõçàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è èõ îïòèìèçà-öèè ðàññìîòðåíû â ìîíîãðà�èè Àêóëåíêî Ë.Ä.5. Â óêàçàííîé ðàáîòå ðàçâè-âàþòñÿ ìåòîäû ìàëîãî ïàðàìåòðà: ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé,óñðåäíåíèÿ è ñâÿçàííûõ ñ íèì ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ. Îäíàêî äëÿ ðå-øåíèÿ ðÿäà ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëîæåííûå àñèìïòîòè-÷åñêèå ìåòîäû íå ïðèìåíèìû � òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.×èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè óïðàâëÿåìûõ äâèæåíèé ïî-ñâÿùåíà, íàïðèìåð, ìîíîãðà�èÿ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî è Í.Â. Áàíè÷óêà6.Â äèññåðòàöèè íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà òî÷íîì èíòå-ãðèðîâàíèè äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (ãèáðèäíûõ ñèñòåìóðàâíåíèé), ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíè÷å-ñêèõ ñèñòåì. Óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðÿäû ïî íåêîòîðûì áàçèñíûì�óíêöèÿì, ñòðîãî îïðåäåëåííûì êîíêðåòíîé èçó÷àåìîé çàäà÷åé. Â äèññåð-òàöèîííîé ðàáîòå äîêàçàíà óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìîé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíå-íèþ ñ ìåòîäîì �àë¼ðêèíà. Ìåòîä ïðèìåíèì êàê ê ñëó÷àþ óïðóãîãî, òàê èíàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãîãî ñòåðæíÿ.Èçó÷åíèå ñèñòåì ñ âÿçêîóïðóãèìè ýëåìåíòàìè îñîáåííî àêòóàëüíî â ñâÿ-çè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì â ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè, îò àâèàöèîííîé7äî òåêñòèëüíîé8, ïîëèìåðîâ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Òåîðèÿ íàñëåä-ñòâåííîñòè â öåëîì ïîëó÷èëà ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Þ.Í. �àáîò-íîâà è åãî ó÷åíèêîâ, ðóêîâîäñòâóÿñü ìîíîãðà�èåé9 êîòîðîãî, â íàñòîÿùåéäèññåðòàöèè è ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñíàñëåñòâåííî âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âÿçêîóïðóãèõ4Áåðáþê, Â.Å. Îá óïðàâëÿåìîì äâèæåíèè óïðóãîãî ìàíèïóëÿòîðà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè /Â.Å. Áåðáþê, Ì.Â. Äåìèäþê // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. � 1984. � �. 2. � Ñ. 59�67.;Áåðáþê, Â.Å. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ â çàäà÷àõ äèíàìêè è óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì óïðóãîãî ìà-íèïóëÿòîðà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè / Â.Å. Áåðáþê, Ì.Â. Äåìèäþê // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêàòâåðäîãî òåëà. � 1986. � �. 2. � Ñ. 81�89.5Àêóëåíêî, Ë.Ä. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ / Ë.Ä. Àêóëåíêî. � Ì.: Íàóêà,1987. � 368 ñ.6×åðíîóñüêî, Ô. Ë. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ / Ô.Ë. ×åðíîóñüêî, Í.Â. Áà-íè÷óê. � Ì.: Íàóêà, 1973. � 240 ñ.7Áàäàëîâ, Ô.Á. Âèáðàöèè íàñëåäñòâåííî-äå�îðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ëåòàòåëüíûõ àïïà-ðàòîâ / Ô.Á. Áàäàëîâ, Ø.Ô. �àíèõîíîâ � Òàøêåíò.: Íàóêà, 2002. � 230 ñ.8Ïàð�åíîâ, Î.Â. Èññëåäîâàíèå ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ â òêà÷åñòâå / Î.Â. Ïàð�åíîâ // Òåçèñûäîêëàäîâ Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè è îáîðóäîâàíèåòåêñòèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè¿ (Òåêñòèëü�2007) � Ì.: Ì�ÒÓ èìåíè À.Í. Êîñûãèíà, 2007. � Ñ. 32�38.9�àáîòíîâ, Þ.Í. Ýëåìåíòû íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêè òâåðäûõ òåë / Þ.Í. �àáîòíîâ. � Ì.: Íàóêà,1977. � 383 ñ. 4



ìàòåðèàëîâ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäåëåé: Ìàêñâåëëà, Ôîéãòà, Áîëüöìàíà-Âîëüòåððà. Ïåðâûå äâå èç íèõ ïðèâëåêàòåëüíû ñâîåé ïðîñòîòîé è íàãëÿä-íîñòüþ, îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìå-õàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì íåòî÷íîñòÿì, êîòî-ðûå íàêàïëèâàþòñÿ âî âðåìåíè10. Íàèáîëåå äîñòîâåðíî îïèñûâàåò ðåàëüíûéïðîöåññ ìîäåëü Áîëüöìàíà-Âîëüòåððà ñî ñëàáîñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè íàñëåä-ñòâåííîñòè ñ îñîáåííîñòüþ òèïà Àáåëÿ. Ñðåäè íèõ � òðåõïàðàìåòðè÷åñêîåÿäðî íàñëåäñòâåííîñòè �æàíèöûíà-Êîëòóíîâà, èñïîëüçóåìîå â äàííîé äèñ-ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ãëàâàõ 2 è 3.�îâîðÿ îá óïðàâëåíèè ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè â îá-ùåì, íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü îñíîâîïîëîæíèêà ýòîãî íàïðàâëåíèÿ êèáåðíåòèêèïðî�åññîðà À.�. Áóòêîâñêîãî. Èññëåäîâàíèÿ Ê.À. Ëóðüå ñïîñîáñòâîâàëè øè-ðîêîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà â îáëàñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿîáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. îòäåëüíîå âíèìàíèå îí óäåëèëâîïðîñàì î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãè-íà â îïòèìàëüíûõ çàäà÷àõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Øèðîêèé êðóã çàäà÷òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-ìè îñâåùåí â ðàáîòàõ Æ.-Ë. Ëèîíñà. Â çàêëþ÷åíèå, íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíî-òó ïðèâåäåííîãî îáçîðà, îòìå÷ó ðàáîòû À.È. Åãîðîâà, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿêàê ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè òàê è ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, èÍ.Í. Êðàñîâñêîãî, ñäåëàâøåãî �óíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ñîçäàíèå è ðàçâè-òèå òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð.Öåëü ðàáîòûÎñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå íî-âîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé,ìîäåëèðóþùåé äèíàìèêó ìàíèïóëÿöèîííîãî ðîáîòà. �àññìîòðåíî äâå çàäà-÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè îòóïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ âêîíå÷íîå çà çàäàííîå âðåìÿ è çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè îãðàíè÷åííèè íà�óíêöèîíàë ýíåðãèè. Îòäåëüíî èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà ðóêà ìàíèïóëÿòîðà îá-ëàäàåò íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðè ïî-ñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å ñ âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì ïðèìåíÿåòñÿ àñèìï-òîòè÷åñêèé ìåòîä. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâñîçäàíà êîìïüòåðíàÿ ïðîãðàììà, â êîòîðîé ðÿä ðàñ÷åòîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.10Áàäàëîâ, Ô.Á ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà õàðàêòåð êîëåáàíèéíàñëåäñòâåííî-äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì / Ô.Á. Áàäàëîâ, À. Àáäóêàðèìîâ, Á.À. Õóäàÿðîâ // Âû÷èñëèòåëü-íûå òåõíîëîãèè. � 2006. � Ò. 12, � 4. � Ñ. 17�26. 5



Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòûÂ äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé, ìîäåëèðóþùåé äèíàìèêó ìàíèïóëÿöèîííîãîðîáîòà. �åøåíû äâå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: çàäà÷à ìèíèìèçàöèè�óíêöèîíàëà ýíåðãèè îò óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû èç íà-÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå çà çàäàííîå âðåìÿ è çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿïðè îãðàíè÷åííèè íà �óíêöèîíàë ýíåðãèè. Âïåðâûå äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ èçó-÷åí ñëó÷àé, êîãäà ðóêà ìàíèïóëÿòîðà îáëàäàåò íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèìèñâîéñòâàìè.Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó1) �åøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì ìåõàíè÷åñêîé ñè-ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî òåëà è æåñòêî ñâÿçàííîãî ñ íèì íàñëåä-ñòâåííî âÿçêîóïðóãîãî ñòåðæíÿ, èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîåçà çàäàííîå âðåìÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî �óíêöèîíàë ýíåðãèè îò óïðàâ-ëÿþùåãî ìîìåíòà.2) �åøåíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåéèç òâåðäîãî òåëà è æåñòêî ñâÿçàííîãî ñ íèì íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðó-ãîãî ñòåðæíÿ.3) Ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ ñèñòåìîé ñ íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì.4) �åøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì ìåõàíè÷åñêîé ñè-ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òâåðäûõ òåë, æåñòêî ñâÿçàííûõ óïðóãèì ñòåðæ-íåì, èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå çà çàäàííîå âðåìÿ, ìèíèìè-çèðóþùåãî �óíêöèîíàë ýíåðãèè îò óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà.5) �åøåíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåéèç äâóõ òâåðäûõ òåë, æåñòêî ñâÿçàííûõ óïðóãèì ñòåðæíåì.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòûÏðåäëîæåííàÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ñòðîèòüîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì ðóêè ìàíèïóëÿöèîííîãî ðîáîòà ñî ñêîëüóãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ çà äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ. Àëãîðèòì ëåãêîïðîãðàììèðóåòñÿ.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè íàó÷íî-îáîñíîâàííûõ ðåêîìåíäàöèé ïî ñîçäàíèþ îïòèìàëüíîãî ìàíèïóëÿöèîííîãîðîáîòà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ àâòîìàòèçàöèè ðÿäà òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ ïðîèçâîäñòâà.Êðîìå òîãî ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè ìåòîä ïðè îïðåäåëåííûõ ìî-äè�èêàöèÿõ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà áîëåå øèðîêèé êðóã çàäà÷ ïðè-êëàäíîé ìåõàíèêè. 6



Àïðîáàöèÿ ðàáîòûÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñåìèíàðå êà�åäðûìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-òåòà èì. Ï.�. Äåìèäîâà, Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèèè, ïîñâÿùåí-íîé 200-ëåòèþ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.�. Äåìè-äîâà (ßðîñëàâëü, 2003), Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Ìàòåìàòè-÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿ (Ñàìàðà, 2004), Ìåæäóíàðîäíîéíàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ¿(ÌÌÒÒ-20) (ßðîñëàâëü, 2007), Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëåÑ.�. Êðåéíà (Âîðîíåæ, 2008), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ïàìÿ-òè À.Þ. Ëåâèíà (ßðîñëàâëü, 2008), Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðå-ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé70-ëåòèþ ðåêòîðà Ì�Ó àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, 2009).ÏóáëèêàöèèÏî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåíâ êîíöå àâòîðå�åðàòà. Èç ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòóâêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ èñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 68 íàèìåíîâàíèé. �àáîòà ñîäåðæèò 57 ðè-ñóíêîâ, ñîçäàííûõ â ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîì â ñðåäå Delphi 2007 àâòîðîìïðîãðàììíîì êîìïëåêñå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ñ ïîìî-ùüþ ïðåäëîæåííîãî â äèññåðòàöèè àëãîðèòìà. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñî-ñòàâëÿåò 94 ñòðàíèöû.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè äàí êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè, îáîñíîâàíààêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû ïðèâåäåí âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåõàíè-÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òâåðäûõ òåë (îñíîâàíèÿ è ãðóçà), æåñòêîñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé óïðóãèì ñòåðæíåì, è ñ�îðìóëèðîâàíû äâå çàäà÷èîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìû èç îäíîãî �àçîâîãî ñî-ñòîÿíèÿ â äðóãîå ñ ìèíèìèçàöèåé �óíêöèîíàëà ýíåðãèè îò óïðàâëÿþùåãîìîìåíòà è çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ.Ñòåðæåíü èìååò ïîñòîÿííîå ñå÷åíèå è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ ïîäëèíå ìàññó. Öåíòðû ìàññ O1 è O2 îñíîâàíèÿ è ãðóçà ðàñïîëîæåíû íà êàñà-òåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê öåíòðàëüíîé îñè ñòåðæíÿ â òî÷êàõ çàäåëêè. Ñèñòå-ìà ìîæåò ñîâåðøàòü âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåçöåíòð ìàññ îñíîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðèëîæåí ìîìåíò ñèë M(t).Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ. Ñ÷è-òàÿ óïðóãèå ñìåùåíèÿ ñòåðæíÿ ìàëûìè, ïîëîæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû7



ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü óãëîì ïîâîðîòà θ(t) ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîéñ îñíîâàíèåì, îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ èíåðöèàëüíûìïðîñòðàíñòâîì, è âåëè÷èíîé y(x, t) ïîïåðå÷íîé äå�îðìàöèè ñòåðæíÿ â òî÷êå
x â ìîìåíò âðåìåíè t.Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èñïîëüçóåì ñëåäó-þùèå îáîçíà÷åíèÿ: l � äëèíà ñòåðæíÿ; m � ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíÿ;
m2 � ìàññà ãðóçà; a1 è a2 � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê çàäåëêè ñòåðæíÿ äî ñîîòâåò-ñòâóþùèõ öåíòðîâ ìàññ îñíîâàíèÿ è ãðóçà; J1 � ìîìåíò èíåðöèè îñíîâàíèÿîòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ; J2 � ìîìåíò èíåðöèè ãðóçà îòíîñèòåëüíî îñè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O2 ïàðàëëåëüíî îñè âðàùåíèÿ; EI � æåñòêîñòü ïîïåðå÷íî-ãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ; x � êîîðäèíàòà òî÷êè ñòåðæíÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷êèçàäåëêè ñòåðæíÿ â îñíîâàíèå âäîëü öåíòðàëüíîé îñè ñòåðæíÿ. Âçÿâ ïðîèç-âîëüíóþ òî÷êó P ñòåðæíÿ, ïîäñ÷èòàâ ãëàâíûé ìîìåíò âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõê òî÷êàì ïîäñèñòåìû PO2 è ïðèðàâíÿâ åãî ê ìîìåíòó, ñîçäàâàåìîìó ñèëàìèóïðóãîñòè, äåéñòâóþùèìè â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó P , ïîëó÷àåìèíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàëûõ óïðóãèõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ (âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî y(x, t)). Äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî x, èìååìóðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

mytt + EIyxxxx = −m(x + a1)θ̈+

+θ̇2
{

m[yxx

∫ l

x

(s + a1)ds + y − yx(x + a1)] + m2yxx(l + a1 + a2)
}

. (1)Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñû t è x îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ñî-îòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Äîïîëíÿåì óðàâíåíèå (1) óðàâíåíèåì èçìåíåíèÿêîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ
Jθ̈ + m

∫ l

0

(x + a1)ytt(x, t)dx + m2(l + a1 + a2)ytt(l, t)+

+[m2a2(l + a1 + a2) + J2]yxtt(l, t) = M(t), (2)ãäå J = J1+m
∫ l

0(x+a1)
2dx+m2(l+a1+a2)

2+J2. Êðàåâûå óñëîâèÿ ê ñèñòåìåóðàâíåíèé (1)-(2) èìåþò âèä
y(0, t) = yx(0, t) = 0, (3)

EIyxx(l, t) = −J2(yxtt(l, t) + θ̈) − m2a2

{

ytt(l, t) + a2yxtt(l, t)+

+θ̈(l + a1 + a2) − θ̇2[y(l, t) + yx(l, t)(l + a1)]
}

, (4)
EIyxxx(l, t) = m2

{

ytt(l, t) + a2yxtt(l, t) + θ̈(l + a1 + a2)+

+θ̇2[−y(l, t) + (l + a1)yx(l, t)]
}

. (5)8



Óñëîâèÿ (4)-(5) ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ ìàëûõ óïðóãèõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿè îïðåäåëÿþò èçãèáàþùèé ìîìåíò è ïåðåðåçàþùóþ ñèëó íà êîíöå ñòåðæíÿ.Äàëåå çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé (íóëåâîé)ìîìåíò âðåìåíè
θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = ẏ0(x). (6)Â íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å (1)-(6) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê áåçðàçìåð-íûì âåëè÷èíàì è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèÿìè òåîðèè òîíêèõ ñòåðæíåé ïðèðàññìîòðåíèè çàäà÷ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ó÷èòûâàþòñÿ ëèøüëèíåéíûå ñëàãàåìûå óðàâíåíèé (1)-(5). Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ëè-íåéíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

Jθ̈ +

∫ 1

0

(x + a1)ytt(x, t)dx + m2(1 + a1 + a2)ytt(1, t)+

+[m2a2(1 + a1 + a2) + J2]yxtt(1, t) = M(t), (7)
ytt + yxxxx = −(x + a1)θ̈, (8)

y(0, t) = yx(0, t) = 0, (9)
yxx(1, t) = −J2(yxtt(1, t) + θ̈)−

−m2a2

{

ytt(1, t) + a2yxtt(1, t) + θ̈(1 + a1 + a2)
}

, (10)
yxxx(1, t) = m2

{

ytt(1, t) + a2yxtt(1, t) + θ̈(1 + a1 + a2)
}

, (11)
θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = ẏ0(x), (12)ÿâëÿþùóþñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-ìû. Çäåñü J = J1 +

∫ 1

0 (x + a1)
2dx + m2(1 + a1 + a2)

2 + J2. Â êîíöå ïåðâîéãëàâû �îðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.1. Îïðåäåëèòü ìîìåíò óïðàâëåíèÿ M(t) ∈ L2(0, T ), ïåðåâîäÿùèé êðà-åâóþ çàäà÷ó (7)-(11) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (12) â êîíå÷íîå â çàäàííûéìîìåíò âðåìåíè T

θ(T ) = θT , θ̇(T ) = θ̇T , y(x, T ) = yT (x), yt(x, T ) = ẏT (x) (13)è ìèíèìèçèðóþùèé �óíêöèîíàë
Φ(M) =

1

2
‖M(t)‖2

L2(0,T ). (14)
9



2. Îïðåäåëèòü ìîìåíò óïðàâëåíèÿ M(t) ∈ L2(0, T ), Φ(M) 6 L < ∞,ïåðåâîäÿùèé êðàåâóþ çàäà÷ó (7)-(11) èç (12) â (13) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿÒ (çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ).Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ðàññìîòðåí ñëó÷àé âÿçêîóïðóãîãî ñòåðæ-íÿ, ïðè ýòîì ìàòåðèàë ñòåðæíÿ ìîäåëèðóåòñÿ ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ íàñëåä-ñòâåííî âÿçêîóïðóãîãî òåëà11:
σ(t′) = E

(

ε(t′) −
∫ 0

−∞
R′(τ ′)ε(t′ + τ ′)dτ ′

)

,ãäå σ(t′) è ε(t′) � ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèå è îòíîñèòåëüíàÿ äå�îðìàöèÿ,
E � ìîäóëü Þíãà, R′(τ ′) � �óíêöèÿ ðåëàêñàöèè. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,êîãäà ãðóç íà êîíöå ñòåðæíÿ îòñóòñòâóåò. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîéñèñòåìû áóäåò ñëåäóþùåé

Jθ̈ +

∫ 1

0

(x + a1)ytt(x, t)dx = M(t), (15)
ytt + (I − Γ∗)yxxxx = −(x + a1)θ̈, (16)

y(0, t) = yx(0, t) = 0, yxx(1, t) = yxxx(1, t) = 0. (17)
θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0,

y(x, t + τ) |t=0 = y0(x, τ) ∈ Dγ0, yt(x, 0) = ẏ0(x) ∈ L2(0, 1),
(18)ãäå (I − Γ∗)ε(t) ≡ ε(t) −

∫ 0

−∞ R(τ)ε(t + τ)dτ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (15)-(17) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷-íûì çàïàçäûâàíèåì àðãóìåíòà. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíûåè êîíå÷íûå óñëîâèÿ äëÿ y(x, t + τ) (−∞ < τ ≤ 0) âûáèðàþòñÿ ïðèíàäëå-æàùèìè ïðîñòðàíñòâó �óíêöèé Dγ0, ò.å. òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ ïðè
−∞ < τ < 0. Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòåðèàëåñòåðæíÿ â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè îòñóòñòâóåò îñòàòî÷íîåíàïðÿæåíèå. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí òåì, ÷òî àïðèîðíîå çàäàíèå âåëè÷èíûîñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå ñòåðæíÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì.Ñ÷èòàÿ M(t) ∈ L2(0, T ), îïðåäåëèì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Ââå-äåì îáëàñòü QT = {(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T} è ñïåöèàëüíûå ïðî-ñòðàíñòâà H1(0, 1), H1(QT ), H(QT ). ×åðåç H1(0, 1) îáîçíà÷èì ýíåðãåòè÷å-ñêîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà Bv ≡ vIV , ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì åãî îáëà-ñòè îïðåäåëåíèÿ D(B) = {v(x) : v(x) ∈ C4(0, 1), v(0) = v′(0) = v′′(1) =
= v′′′(1) = 0} â íîðìå ‖v‖2

H1(0,1) = (v(x), v(x))H1(0,1), ((v(x), u(x))H1(0,1) =11�àáîòíîâ, Þ.Í. Ýëåìåíòû íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêè òâåðäûõ òåë / Þ.Í. �àáîòíîâ. � Ì.: Íàóêà,1977. � 383 ñ. 10



= (Bv(x), u(x))L2(0,1) = (v′′(x), u′′(x))L2(0,1)). ×åðåç H1(QT ) ⊂ L2(QT ) îáîçíà-÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà�óíêöèé y(x, t) ∈ C4,1(QT ), y(0, t) = yx(0, t) = yxx(1, t) = yxxx(1, t) = 0â íîðìå ‖y(x, t)‖2
H1(QT ) = (y(x, t), y(x, t))H1(QT ), ãäå (y(x, t), z(x, t))H1(QT ) =

=
∫ T

0

(

(y(x, t), z(x, t))H1(0,1) + 〈yt(x, t), zt(x, t)〉
)

dt. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈∗, ∗〉 â L2(0, 1) îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈y, z〉 ≡ (y(x), z(x))L2(0,1) −

1

J
((x + a1), y(x))L2(0,1)((x + a1), z(x))L2(0,1). (19)×åðåç H(QT ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî L2(QT ) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-âåäåíèåì (y(x, t), z(x, t))H(QT ) =

∫ T

0 〈y(x, t), z(x, t)〉dt è ñîîòâåòñòâóþùåé íîð-ìîé. Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì θ(t), y(x, t + τ) (−∞ < τ ≤ 0) êðàåâîéçàäà÷è (15)-(17) â îáëàñòè QT , óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0,

y(x, t + τ) |t=0 = y0(x, τ) ∈ Dγ, yt(x, 0) = ẏ0(x) ∈ L2(0, 1),áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé θ(t) ∈ W 1
2 (0, T ), y(x, t) ∈ H1(QT )

(θ(0) = θ0, y(x, 0) = y0(x, 0)), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
T

∫

0

(

Jθ̇(t)ṗ(t) +
J

J1
〈x + a1, yt(x, t)〉

)

dt + Jθ̇0p(0)+

+
J

J1
〈x + a1, ẏ0(x)〉p(0) +

T
∫

0

M(t)p(t)dt = 0,

T
∫

0

(

〈yt(x, t), vt(x, t)〉 − ((I − Γ∗)y(x, t), v(x, t))H1(0,1)−

− 1

J1
〈x + a1, v(x, t)〉M(t)

)

dt + 〈ẏ0(x), v(x, 0)〉 = 0äëÿ ëþáûõ �óíêöèé p(t) è v(x, t), ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì
p(t) ∈ W 1

2 (0, T ), p(T ) = 0, v(x, t) ∈ H1(QT ), v(x, T ) ≡ 0.Â ðàçäåëå 2.2 ïîñòðîåíî îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
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äà÷è (15)-(18), êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå
y(x, t) =

∞
∑

n=1

vn(x)
(

k̇n(t)ω
−1
n a0n(0) + kn(t)b0n−

− 1

J1
dn

t
∫

0

kn(t − τ)M(τ)dτ
)

. (20)
θ(t) = θ0 + θ̇0t +

1

J1

(

〈x + a1, ẏ0(x)〉t − 〈x + a1, y(x, t)〉 + 〈x + a1, y0(x)〉
)

+

+
1

J

t
∫

0

(t − τ)M(τ)dτ, (21)ãäå
a0n(τ) = ω−1

n (y0(x, τ), vn(x))H1(0,1), b0n = 〈ẏ0(x), vn(x)〉
dn = 〈x + a1, vn(x)〉 = J1J

−1cn.Ïðè ýòîì dn 6= 0 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . ., ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü îáóïðàâëÿåìîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.�åøåíèå y(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì Ôóðüå â âèäå y(x, t) = v(x)s(t). Âðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ v(x) è äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå äëÿ s(t).Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ v(x) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî âåùå-ñòâåííûõ îäíîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < . . .
(λn = β4

n = ω2
n)(n = 1, 2, . . .). Ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïðå-äåëåíû ñîáñòâåííûå �óíêöèè vn(x), ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïåðâûõ ïÿòè èç íèõäëÿ îäíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìè-ðîâàííûìè îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (19).�åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ s(t) ïðåäñòàâëÿåò îñîáûéèíòåðåñ. Óðàâíåíèå èìååò âèä

s̈n(t) + ω2
n(I − Γ∗)sn(t) = fn(t). (22)Âîçìîæíî âûïèñàòü �óíêöèþ Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-íåíèÿ

kn(t) =
1

2πi

β+i∞
∫

β−i∞

H−1
n (p)eptdp, (i =

√
−1), (23)ãäå Hn(p) = p2 + ω2

n

(

1 −
∫ 0

−∞ R(τ)epτdτ
), à β âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâåùåñòâåííûå ÷àñòè êîðíåé óðàâíåíèé Hn(p) = 0 (n = 1, 2, ...) áûëè ìåíüøå12



β. Rc(ω) =
∫ ∞

0 R(−τ) cos(ωτ)dτ , Rs(ω) =
∫ ∞

0 R(−τ) sin(ωτ)dτ � õàðàêòåðè-ñòèêè ÿäðà Γ∗, íîðìèðîâàííûå ñîñòàâëÿþùèå êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ óïðóãî-ñòè ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îäíàêîíàõîæäåíèå èíòåãðàëà (23) ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóä-íîñòÿìè îñîáåííî ïðè áîëüøèõ ωn. Ïîýòîìó â ãëàâå 3 ïðåäëîæåí àñèìïòîòè-÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé kn(t).Îáùåå ðåøåíèå sn(t) óðàâíåíèÿ (22) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ëàïëàñà è ñâîéñòâ èçîáðàæåíèÿ ñâåðòêè �óíêöèé.Íà îñíîâàíèè (20), (21) çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòüñ�îðìóëèðîâàíà êàê ãëàäêàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïàðàâåíñòâ. Çàïèñàâ ýòè ðàâåíñòâà îñîáûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
T

∫

0

M(t)dt = (1, M(t))L2(0,T ) = A0(T ) = J(θ̇T − θ̇0) +
∞

∑

n=1

cn(bTn − b0n),

T
∫

0

(T − t)M(t)dt = (T − t, M(t))L2(0,T ) = A1(T ) =

= J(θT − θ0 − θ̇0T ) +
∞

∑

n=1

cn(aTn(0) − a0n(0) − b0nT ),

T
∫

0

dnkn(T − t)M(t)dt = (dnkn(T − t), M(t))L2(0,T ) = A2n+1(T ) =

= J1(a0n(0)k̇n(T ) + b0nkn(T ) − aTn(0)),
T

∫

0

dnk̇n(T − t)M(t)dt = (dnk̇n(T − t), M(t))L2(0,T ) = A2n(T ) =

= J1(a0n(0)k̈n(T ) + b0nk̇n(T ) − bTn) (n = 1, 2, ...).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ M ∗(t) ââåäåíà â ðàññìîòðå-íèå ñèñòåìà �óíêöèé
ϕ0(t) ≡ 1, ϕ1(t) = T − t,

ϕ2j(t) = djk̇j(T − t), ϕ2j+1(t) = djkj(T − t) (j = 1, 2, ...).
(24)Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà ïî ñèñòåìå (24) ñòðîèòñÿ îðòîíîðìè-ðîâàííàÿ â L2(0, T ) ñèñòåìà �óíêöèé ψn(t). Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ âå-ëè÷èíû An(T ), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì âåëè÷èíû βn(T ).Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè îò
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óïðàâëåíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé
M ∗(t) =

∞
∑

n=0

βn(T )ψn(t). (25)�åøåíèå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ïåðâîãî ïîëîæèòåëü-íîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ
1

2

∞
∑

n=0

β2
n(T ) = L.Òî÷íûå �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæàòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ 2.1 è 2.2.Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ ìàëîñòè íàñëåäñòâåí-íûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ. Ââîäèòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð

µ =

∫ 0

−∞
R′(τ ′)dτ ′ ≪ 1Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ýòîìñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Jθ̈ +

∫ 1

0

(x + a1)ytt(x, t)dx = M(t),

ytt + (I − µΓ∗)yxxxx = −(x + a1)θ̈ñ êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (17), (18).�àññóæäåíèÿ ãëàâû 3 â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ âòî-ðîé ãëàâû. Ïðè ýòîì �óíêöèè kn(t; µ) ñòðîÿòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî µ

kn(t; µ) = kn0(t, t1) + µkn1(t, t1, t2) + . . . ,
tj = µjtìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì

kn0(t, t1) = ω−1
n exp

(

− 1

2
ωnRs(ωn)t1

)

sin
(

ωnt −
1

2
ωnRc(ωn)t1

)

.Îíî ñ òî÷íîñòüþ äî O(µ exp(−µγt)) γ > 0 àïïðîêñèìèðóåò ïðè t > 0 ðåøå-íèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ðåøåíèå è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿäàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ.Â êîíöå òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåí ïðèìåð ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿêîòîðîé ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîåóïðàâëåíèå ïîâîðîòîì íà óãîë θ = π/2 ñ ïîëíûì ãàøåíèåì êîëåáàíèé âêîíöå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Ïðèâåäåíû ãðà�èêè �óíêöèé kn(t; µ), ãðà�èêèîðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé ψn(t; µ) è ãðà�èêè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ14



M(t; µ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, ñäåëàíà îöåíêà ðàçíèöû ìåæ-äó àñèìïòîòè÷åñêèì è òî÷íûì ðåøåíèÿìè.�ëàâû 4 è 5 ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ çàäà÷ ïîâîðîòà ñèñòåìû ñ ãðóçîìíà êîíöå ñòåðæíÿ, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ îïèñàíà â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè.Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îñòàåòñÿ ïðåæíèì: ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ y(x, t),èìåþùåé âèä
ytt −

1

J
(x + a1)

{
∫ 1

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1 + m2(1 + a1 + a2)ytt(1, t)+

+[J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]yxtt(1, t)

}

+ yxxxx = − 1

J
(x + a1)M(t), (26)

y(0, t) = yx(0, t) = 0, (27)
yxx(1, t) =

1

J
[J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]

∫ 1

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1−

− 1

J

{

J(J2 + m2a
2
2) − [J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]

2

}

yxtt(1, t)−

− 1

J
m2

{

Ja2 − (1 + a1 + a2)[J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]

}

ytt(1, t)−

− 1

J
[J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]M(t), (28)

yxxx(1, t) = − 1

J
m2(1 + a1 + a2)

∫ 1

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1+

+
1

J
m2[J − m2(1 + a1 + a2)

2]ytt(1, t)+

+
1

J
m2

{

Ja2 − (1 + a1 + a2)[J2 + m2a2(1 + a1 + a2)]

}

yxtt(1, t)+

+
1

J
m2(1 + a1 + a2)M(t), (29)

y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = ẏ0(x), (30)ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ôóðüå (y(x, t) = v(x)s(t)), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíûñïåêòðàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ v(x) è äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
s(t). Çäåñü îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà-÷è äëÿ v(x), êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð â êðàåâûõ óñëîâèÿõ.Âñÿ ÷åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ñïåêòðà è íàõîæäåíèþñîáñòâåííûõ �óíêöèé äàííîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ñîñòîèò èç ñ÷åò-íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ îäíîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 0 < λ1 < λ2 <15



. . . < λn < . . . (n = 1, 2, . . .), ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïðå-äåëåíû ñîáñòâåííûå �óíêöèè vn(x). Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îðòî-íîðìèðîâàííûìè îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
〈y, z〉 = (y, z) + my(1)z(1) + (J2 + a2

2m)y′(1)z′(1)+

+a2m(y′(1)z(1) + y(1)z′(1)) − 1

J

(

(x + a1, y)(x + a1, z)+

+m(1 + a1 + a2)((x + a1, y)z(1) + (x + a1, z)y(1))+

+(J2 + ma2(1 + a1 + a2))((x + a1, y)z′(1) + (x + va1, z)y′(1))

+m2(1 + a1 + a2)
2y(1)z(1) + (J2 + ma2(1 + a1 + a2))

2y′(1)z′(1)+

+m(J2 + ma2(1 + a1 + a2))(1 + a1 + a2)(y(1)z′(1) + z(1)y′(1))
)

. (31)Â ïÿòîé ãëàâå �îðìóëèðóåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, äîêàçûâàåòñÿ åãî ñóùåñòâîâàíèå èåäèíñòâåííîñòü, âûâîäèòñÿ �îðìóëà, åãî îïðåäåëÿþùàÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî ââî-äÿòñÿ îáëàñòü QT = {(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T} è ñïåöèàëüíûå ïðîñòðàí-ñòâà H(0, 1) H1(0, 1), H(QT ), H1(QT ). ×åðåç H(0, 1) îáîçíà÷åíî ãèëüáåðòî-âî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé y(x), ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì â íîðìå ‖y(x)‖H =
= 〈y(x), y(x)〉1/2 ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé C1(0, 1). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈∗, ∗〉 îïðåäåëåíî â (31). ×åðåç H1(0, 1) îáîçíà÷åíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî�óíêöèé y(x), ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì â íîðìå ‖y(x)‖H1

= (y(x), y(x))
1/2
H1ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé y(x) ∈ C2(0, 1), y(0) = y′(0) = 0. Çäåñü ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå èìååò âèä (u(x), v(x))H1

= (u′′(x), v′′(x))L2(0,1). ×åðåç H(QT )îáîçíà÷åíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé y(x, t), ïîëó÷åííîå çàìûêà-íèåì â íîðìå ‖y(x, t)‖H(QT ) = (y(x, t), y(x, t))
1/2
H(QT ), ãäå (u(x, t), v(x, t))H(QT ) =

=
∫ T

0 〈u(x, t), v(x, t)〉dt, ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé y(x, t) ∈ C1,0(QT ). ×åðåç
H1(QT ) îáîçíà÷åíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé y(x, t), ïîëó÷åííîå çà-ìûêàíèåì â íîðìå ‖y(x, t)‖H1(QT ) = (y(x, t), y(x, t))

1/2
H1(QT ), ãäå

(u(x, t), v(x, t))H1(QT ) = (uxx(x, t), vxx(x, t))L2(QT ) + (ut(x, t), vt(x, t))H(QT ), ìíî-æåñòâà �óíêöèé y(x, t) ∈ C2,1(QT ), y(0, t) = yx(0, t) = 0.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (26)-(30), îïðåäå-ëåííûì â îáëàñòè Q(T ), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
y0(x) ∈ H1(0, 1), ẏ0(x) ∈ H(0, 1)ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ y(x, t) ∈ H1(QT ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó ñî-
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îòíîøåíèþ
T

∫

0

(

〈yt(x, t), vt(x, t)〉 − (yxx(x, t), vxx(x, t))L2(0,1)−

− 1

J1
〈x + a1, v(x, t)〉M(t)

)

dt + 〈ẏ0(x), v(x, 0)〉 = 0äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x, t) âèäà
v(x, t) ∈ H1(QT ), v(x, T ) ≡ 0.Äîêàçàíî, ÷òî îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (26)-(30) ÿâ-ëÿåòñÿ ðÿä

y(x, t) =
∞

∑

n=1

vn(x)
(

a0nω
−1
n cos(ωnt) + b0nω

−1
n sin(ωnt)−

− 1

J1
dn

t
∫

0

ω−1
n sin(ωn(t − τ))M(τ)dτ

)

, (32)ãäå
a0n(τ) = ω−1

n (y0(x, τ), vn(x))H1(0,1), b0n = 〈ẏ0(x), vn(x)〉
dn = 〈x + a1, vn(x)〉 .Ïðè ýòîì dn 6= 0 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . ., ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü îáóïðàâëÿåìîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ

θ(t) ∈ W 1
2 (0, T ) θ(0) = θ0, óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó

T
∫

0

(

Jθ̇(t)ṗ(t) +
J

J1
〈x + a1, yt(x, t)〉ṗ(t)

)

dt + Jθ̇0p(0)+

+
J

J1
〈x + a1, ẏ0(x)〉p(0) +

T
∫

0

M(t)p(t)dt = 0.äëÿ ëþáîé �óíêöèè p(t) âèäà
p(t) ∈ W 1

2 (0, T ), p(T ) = 0.Îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì
θ(t) = θ0 + θ̇0t +

1

J1

(

〈x + a1, ẏ0(x)〉t − 〈x + a1, y(x, t)〉 + 〈x + a1, y0(x)〉
)

+

+
1

J

t
∫

0

(t − t1)M(t1)dt1.17



Äàëåå ñëåäóåò îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé, êîòîðîå âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâó-þùåìó îïèñàíèþ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû �îðìàëüíîñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 2. Èõ òî÷íûå �îðìóëèðîâêè ñîäåðæàòñÿ âóòâåðæäåíèÿõ 5.1 è 5.2.Â êîíöå ïÿòîé ãëàâû ðàññìîòðåí ïðèìåð ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ êî-òîðîé ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì èç íóëåâîãî ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ íà óãîë θ = π/2 ñ ïîëíûì ãàøåíèåì êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ïðè ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðà ãðóçà çà ðàçíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ïðèâåäåíûñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè.Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèèÑòàòüè â âåäóùèõ æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ:1) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì òâåðäîãî òåëàñ íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì / Ì.Þ. �àðíèõèíà, Å.Ï. Êó-áûøêèí // Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà (Èçâåñòèÿ ÀÍ). � 2006. � � 05. �Ñ. 29�41.2) Âîéòèöêèé, Â.È. Î ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å, âîçíèêàþùåé â ìåõàíèêå ìà-íèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ / Â.È. Âîéòèöêèé, Ì.Þ. Çëîáèíà, Å.Ï. Êó-áûøêèí // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì. � 2009.� Ò.16. � 3. � Ñ. 22�28.Äðóãèå ïóáëèêàöèè:3) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì òâåðäîãî òåëà ñ íà-ñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì / Ì.Þ. �àðíèõèíà, Å.Ï. Êóáûø-êèí // Ìàòåìàòèêà: Ìàòåðèàëû Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè,ïîñâÿùåííîé 200-ëåòèþ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàèì.Ï.�.Äåìèäîâà / ßðîñë. ãîñ. óí-ò. ßðîñëàâëü, 2003. � Ñ. 204�210.4) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-ìîé, âîçíèêàþùåé â ìåõàíèêå ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ / Ì.Þ. �àðíè-õèíà, Å.Ï. Êóáûøêèí // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çà-äà÷è: Òðóäû Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè / Ñàìàðñê. ãîñ. òåõ.óí-ò. Ñàìàðà, 2004. � Ñ. 56�57.5) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïî-âîðîòîì òâåðäîãî òåëà ñ íàñëåäñòâåííî âÿçêîóïðóãèì ñòåðæíåì / Ì.Þ. �àð-íèõèíà, Å.Ï. Êóáûøêèí // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è èí-�îðìàòèêè: Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, àñïèðàíòîâ èñòóäåíòîâ / ßðîñë. ãîñ. óí-ò. ßðîñëàâëü, 2005. � Âûï. 7. � Ñ. 114�122.
∗�àáîòà Çëîáèíîé Ì.Þ. îïóáëèêîâàíà ïîä �àìèëèåé �àðíèõèíà18



6) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìàíèïóëÿöèîííûì ðîáî-òîì ñ ó÷åòîì ãèáêèõ ñâîéñòâ ðóêè / Ì.Þ. �àðíèõèíà, Å.Ï. Êóáûøêèí// Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ - ÌÌÒÒ-20: Ñáîð-íèê òðóäîâ ÕÕ Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷. êîí�åðåíöèè â 10 ò. / ßðîñë. ãîñ.óí-ò. ßðîñëàâëü, 2007. � Ò. 2. � Ñ. 67�71.7) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Àíàëèç îäíîé ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è, âîçíè-êàþùåé â ìåõàíèêå ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ / Ì.Þ. �àðíèõèíà //Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ.�. Êðåéíà � 2008. Òåçè-ñû äîêëàäîâ / Âîðîíåæ: Â�Ó, 2008. � Ñ. 38�39.8) �àðíèõèíà∗, Ì.Þ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì òâåðäîãî òåëà ñóïðóãèì ñòåðæíåì è ãðóçîì íà êîíöå / Ì.Þ. �àðíèõèíà, Å.Ï. Êóáûø-êèí // Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ.�. Êðåéíà - 2008.Òåçèñû äîêëàäîâ / Âîðîíåæ: Â�Ó, 2008. � Ñ. 88�90.9) Çëîáèíà, Ì.Þ. Àíàëèç îäíîé ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è, âîçíèêà-þùåé â ìåõàíèêå ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ / Ì.Þ. Çëîáèíà // Ìà-òåìàòèêà, êèáåðíåòèêà, èí�îðìàòèêà: òðóäû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîéêîí�åðåíöèèïàìÿòè À.Þ. Ëåâèíà / ïîä ðåäàêöèåé Ñ.À. Êàùåíêî, Â.À.Ñîêîëîâà / ßðîñë. ãîñ. óí-ò. ßðîñëàâëü, 2008. � Ñ. 100�103.10) Êóáûøêèí, Å.Ï. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ñè-ñòåìû, ìîäåëèðóþùåé äèíàìèêó ìàíèïóëÿöèîííîãî ðîáîòà / Å.Ï. Êó-áûøêèí, Ì.Þ. Çëîáèíà // Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåí-íûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííàÿ70-ëåòèþ ðåêòîðà Ì�Ó àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî / Ìîñêâà: Óíèâåð-ñèòåòñêàÿ êíèãà, 2009. � Ñ. 285�286.11) Çëîáèíà, Ì.Þ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì äâóõ òâåðäûõ òåë,ñîåäèíåííûõ óïðóãèì ñòåðæíåì / Ì.Þ. Çëîáèíà, Å.Ï. Êóáûøêèí //Ìåõàíèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. Èòîãè äèññåðòàöèîííûõ èññëåäîâà-íèé / Åêàòåðèíáóðã: ÓðÎ �ÀÍ, 2009. � Ñ. 108�117.
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