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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû
Â òåîðèè ÷èñåë âìåñòå ñ èçó÷åíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ïðîãðåññèé, ðåøå-
òîê, ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèåíèé) àêòèâíî èññëåäóþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû, â ÷àñòíîñòè, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ íî-
âîå íàïðàâëåíèå â òåîðèèè ÷èñåë, èìåþùåå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ � òåî-
ðèÿ îäíîìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèåíèé. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì òà-
êèõ ðàçáèåíèé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è, âïåðâûå ââåäåí-
íûå N. de Brujin1 ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ òåîðèè êâàçèêðèñòàëëîâ. Ýòè ðàç-
áèåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíôëÿöèè-äåôëÿöèè, ñ ïîìîùüþ
ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷åê öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Z2 íà ïðÿìóþ y = τ−1x, ãäå
τ = 1+

√
5

2 � çîëîòîå ñå÷åíèå, ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå ñ
ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà2. Ïðèìåíåíèå ðàçáèåíèé Ôèáîíà÷÷è ê òåîðèè
÷èñåë áåðåò ñâîå íà÷àëî â ðàáîòå G. Rauzy3.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà � êëàññè÷åñêèé îáúåêò òåîðèè ÷èñåë. Åñëè
íóëþ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîëóèíòåðâàë áîëü-
øåé äëèíû, à åäèíèöå � ïîëóèíòåðâàë ìåíüøåé äëèíû, òî ïîëó÷èì îäíîìåðíûå
êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ, îáîáùàþùèå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è4. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Øòóðìà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîäèðîâîê èððàöèîíàëüíîãî ïî-
âîðîòà îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå äàííûõ ðàçáèåíèé òåñíî ñâÿçàíî êàê ñ
êîäèðîâêàìè èððàöèîíàëüíûõ ïîâîðîòîâ îêðóæíîñòè, òàê è çàäà÷åé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé.

Ã. Âåéëü5 äîêàçàë, ÷òî äëÿ èððàöèîíàëüíîãî α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nα}∞n=0
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ 1. Â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äî-
ëåé ïî ìîäóëþ 1 ìíîãî÷èñëåííûå îáùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ìîíî-
ãðàôèè Í.Ì. Êîðîáîâà6, à òàêæå â ðàáîòàõ Ã.È. Àðõèïîâà, À.À. Êàðàöóáû7

è Â.Í. ×óáàðèêîâà8 ïðè ïîìîùè ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Ïðè ýòîì
ðàññìàòðèâàëèñü áûñòðî ðàñòóùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñòåïåííûå, ýêñïîíåí-

1De Brujin N.G. Sequences of zeros and ones generated by special production rules //
Kon.Nederl.Acad.Wetensch.Proc. � 1982. � Ser.A. � V. 84. � P. 38�52.

2Æóðàâëåâ Â.Ã. ×åòíî-ôèáîíà÷÷åâû ÷èñëà: áèíàðíàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à, ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîãðåññèÿì
è ñïåêòð // Àëãåáðà è àíàëèç. � 2008. � Ò. 20. � �3. � Ñ. 18�46.

3Rauzy G. Echenges d'intervales et transformations induites // Acta Arithmetica. � 1978. � V. 34. � P.
315�328.

4Fogg N. Pytheas. Substitutions in dynamics, arithmetics and combinatorics. � Springer, 2002.
5Âåéëü Ã. Èçáðàííûå òðóäû. � Ì.: Íàóêà, 1984.
6Êîðîáîâ Í.Ì. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1989.
7Êàðàöóáà À.À. Äðîáíûå äîëè ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ, ñåð.ìàòåì. � 1995. � Ò. 59.

� Ñ. 61�88.
8Êàðàöóáà À.À., Àðõèïîâ Ã.È., ×óáàðèêîâ Â.Í. Ðàñïðåäåëåíèå äðîáíûõ äîëåé ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1979. � Ò. 25. � Ñ. 3�14.
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öèàëüíûå)9,10, à ìåäëåííî ðàñòóùèå ëèíåéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå äðîá-
íûõ äîëåé {nα}, èçó÷àëèñü ìàëî.

Â 1921 ãîäó ïðè èçó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {nα}∞n=0 Ý. Ãåêêå11 äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé èððàöèîíàëüíîñòè ââåë êëàññ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà. Èçó-
÷åíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ çàíèìàëèñü À. Îñòðîâñêèé, Ï. Ýðäåø, Õ. Êåñòåí è äðóãèå
ìàòåìàòèêè. Áûëî íàéäåíî12 íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ èíòåðâà-
ëîâ îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà. Ïåðâàÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîáëåìû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé {nα} áûëà ïîëó÷åíà Ý. Ãåêêå. Ñóùåñòâóþò13,14,15

ðàçëè÷íûå ïðèìåðû óëó÷øåíèé ýòîé îöåíêè ïðè íåêîòîðûõ α è h. À.Â. Øóòî-
âûì16 ïîëó÷åíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà äëÿ âñåõ α è h.
Ïðè ýòîì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîáëåìû
Ãåêêå-Êåñòåíà ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé {nα} è àëãîðèòì èõ âû÷èñëåíèÿ
íàéäåíû íå áûëè.

Âëîæåíèå â n-ìåðíûå ðåøåòêè ðåøåòîê ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè � ýòî êëàññè-
÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì17,18,19. Âëîæåíèå ðåøåòîê â ðåøåò-
êè ýêâèâàëåíòíî èõ âëîæåíèþ â ïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé âîçíèêàåò âîïðîñ î âëîæåíèè ðåøåòîê
â êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ20. Íî ýòîò âàæíûé äëÿ òåîðèè ÷èñåë âîïðîñ
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçèðåøåòîê, à òàêæå ïîëó-
÷åíèå ïðèëîæåíèé ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ãåêêå-Êåñòåíà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé {nα}, ê îïèñàíèþ òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî ñïåêòðà è ê

9Êîðîáîâ Í.Ì. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1989.
10Ïîñòíèêîâ À.Ã. Èçáðàííûå òðóäû. � Ì.:Ôèçìàòëèò, 2005.
11Hecke E. Eber Analytische Funktionen und die Verteilung van Zahlen mod Eins // Math.Sem.Hamburg Univ.

� 1921. � V. 5. � P. 54�76.
12Kesten H. On a conjecture of Erd�os and Sz�usz related to uniform distribution mod 1 // Acta Arithmetica. �

1966. � V. 12. � P. 193�212.
13Æóðàâëåâ Â.Ã. Îäíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ, ñåð. ìàòåì. � 2007. � Ò. 71. � �2.

� Ñ. 287�321.
14Ìàíóéëîâ Í.Í. ×èñëî ïîïàäàíèé òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {nτg} â ïîëóèíòåðâàë // ×åáûøåâñêèé ñáîð-

íèê. � 2004. � Ò. 5. � Âûï. 3. � Ñ. 72�81.
15Øóòîâ À.Â. Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ äîëåé // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. � 2004. � Ò. 5. � Âûï. 3. � Ñ.

112�121.
16Øóòîâ À.Â. Îïòèìàëüíûå îöåíêè â ïðîáëåìå ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé nα íà ìíîæåñòâàõ îãðàíè-

÷åííîãî îñòàòêà // Âåñòíèê ÑàìÃÓ � Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2007. � �7. � Ñ. 168�175.
17Ãàóññ Ê.Ô. Òðóäû ïî òåîðèè ÷èñåë. � Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1959.
18Âåíêîâ Á.À. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë. � Ì, 1937.
19Æóðàâëåâ Â.Ã. Âëîæåíèå p-ýëåìåíòàðíûõ ðåøåòîê // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. � 1999. � Ò. 63. � �1. �

C. 77�106.
20Baake M., Joseph D., Kramer P., Schlottmann M. Root lattices and quasicrystals// J. Phys. A: Math. Gen.

� 1990. � V. 23. � P. 1037�1041.
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èçó÷åíèþ âëîæåíèÿ ðåøåòîê â îäíîìåðíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ îäíîìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèå-
íèé, îáîáùàþùèõ ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è. Âïåðâûå èçó÷åíî âëîæåíèå ðåøåòîê
(àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé) â îäíîìåðíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ.
Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñèëüíî è ñëàáî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê. Â ñëó-
÷àå íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíîñòåé (êëàññè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è, ðàçáè-
åíèÿ, ïîðîæäàåìûå ÷åòíî-ôèáîíà÷÷åâûìè ÷èñëàìè è äð.) âû÷èñëåíû îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñèëüíî è ñëàáî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê.

Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåðâàëîâ ðàññìàòðèâàåìûõ îäíîìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
ðàçáèåíèé ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé
ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîáëåìû Ãåêêå-Êåñòåíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé {nα}, îöåíåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèò-
ìà. Èçó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè, êàê ôóíêöèè èððàöè-
îíàëüíîãî α.

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî ñïåêòðà êâàçèðåøåòîê â ñëó÷àå íåêî-
òîðûõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Íàéäåíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñïåêòðó êâàçèðåøåòîê.

Âû÷èñëåíû äëÿ êâàçèðåøåòîê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïðîèç-
âîëüíîìó ìîäóëþ.
Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû: ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèé îäíî-
ìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðàçáèåíèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàíèå îäíî-
ìåðíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñâÿçàòü ñ àðèôìåòèêîé èððàöèîíàëüíîãî
ïîâîðîòà îêðóæíîñòè; ìåòîä âëîæåíèÿ ðåøåòîê; ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
÷èñåë.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû
Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû è ðàçâèòûå â íåé ìåòîäû íîñÿò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè êâàçè-
êðèñòàëëîâ. Ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â ÌÃÓ,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè ÌÈ ÐÀÍ èì. Â.À. Ñòåêëîâà, Õàáàðîâñêîì îò-
äåëåíèè Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, ÒÃÏÓ, ÂÃÃÓ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà XVII Ìåæäóíàðîäíîé
ëåòíåé øêîëå-ñåìèíàðå �Âîëãà � 17'05� ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè-
÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Ïåòðîâñêèå ÷òåíèÿ) (Êàçàíü, 2005 ã.), XIII

5



Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ëî-
ìîíîñîâ� (Ìîñêâà, 2006 ã.), XXVIII Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2006 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ïðîô. Â.Å. Âîñêðåñåí-
ñêîãî (Ñàìàðà, 2007 ã.), íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëü-
ñêîãî ñîñòàâà ÂÃÏÓ (2006-2007 ãã., ñåêöèÿ "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë"), à òàêæå
íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ÷èñåë ÂÃÏÓ ïîä ðó-
êîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Â.Ã.Æóðàâëåâà.
Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]-[9], â òîì ÷èñ-
ëå îäíà ðàáîòà � â æóðíàëå èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-
íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå
íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 13 ïàðàãðàôîâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 61 íàèìåíîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 126 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü è óêàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ðàçðà-

áîòàííîñòè ïðîáëåìû, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ è óêàçûâàþòñÿ îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñèëüíîì âëîæåíèè ðåøå-
òîê â ðàçáèåíèÿ Til∞(α, l1, l2), ïîðîæäàåìûå êâàçèðåøåòêàìè. Ïóñòü ðåøåòêà
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ âèäà L = {h0 + nhL}, ãäå n = 0, 1, 2, .... Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòêà L ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå Til∞(α, l1, l2), åñëè
êàæäûé èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðåøåòêè L.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîìåðíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáè-
åíèÿ Til∞(α, l1, l2), ñîñòîÿùèå èç èíòåðâàëîâ äâóõ òèïîâ, ïîðîæäàåìûå êâàçè-
ðåøåòêîé {x(β)

n } íà ïîëîæèòåëüíîì äåéñòâèòåëüíîì ëó÷å. Ïóñòü I1 = [0; β) è
I2 = [β; 1). Òîãäà êâàçèðåøåòêà {x(β)

n } îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

x
(β)
−1 = 0,

x
(β)
n =

{
x

(β)
n−1 + l1, åñëè 〈nα〉 ∈ I1,

x
(β)
n−1 + l2, åñëè 〈nα〉 ∈ I2,
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ãäå 〈·〉 - äðîáíàÿ äîëÿ.
Òàêæå ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ è õàðàêòå-

ðèñòèê ñèëüíî âêëàäûâàþùèõñÿ â ðàçáèåíèÿ Til∞(α, l1, l2) ðåøåòîê äëÿ ñëó-
÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî β, îïðåäåëÿþùåãî êâàçèðåøåòêó {x(β)

n }. Â òåîðåìå 1.1 äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåòêà L = {h0 + nhL} ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå
Til∞(α, l1, l2), òî

hL = l1β + l2(1− β). (1)
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåòêà, êîòîðàÿ ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå, åäèí-
ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Â ïðåäëîæåíèè 1.4 ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñèëüíîãî âëîæåíèÿ ðåøå-
òîê, â êîòîðîì îïèñàíû äîïóñòèìûå ãðàíèöû íóëåâîãî ÷ëåíà h0 àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè (ðåøåòêè).

Ïóñòü ôóíêöèÿ N(α, n, I) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
〈iα〉, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë I:

N(α, n, I) = #{i : 0 ≤ i < n, 〈iα〉 ∈ I}.

Âåëè÷èíà r(α, n, I), íàçûâàåìàÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ïðîáëåìû ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

r(α, n, I) = N(α, n, I)− n|I|.

Â òåîðåìå 1.4 äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîãî âëîæå-
íèÿ ðåøåòîê. Ïóñòü r+

1 = supn,〈nα〉∈I1
r(α, n, I1), r

−
1 = infn,〈nα〉∈I1

r(α, n, I1), r+
2 =

supn,〈nα〉∈I2
r(α, n, I1), r

−
2 = infn,〈nα〉∈I2

r(α, n, I1). Îïðåäåëèì ôóíêöèè

lmax =

{
l1, åñëè l1 > l2,
l2, åñëè l2 > l1

è lmin =

{
l1, åñëè l1 < l2,
l2, åñëè l2 < l1.

Òåîðåìà 1.4. Ðåøåòêà L ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå Til∞(α, l1, l2)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ.

1. Ïðè l1 > l2:
1) r+

1 − r−1 < l1
lmax−lmin

;
2) r+

2 − r−2 < l2
lmax−lmin

;
3) r+

1 − r−2 < l1
lmax−lmin

, åñëè r−1 > r−2 ;
r+
2 − r−1 < l2

lmax−lmin
, åñëè r−2 > r−1 .

2. Ïðè l2 > l1:
1) r+

1 − r−1 < l1
lmax−lmin

;
2) r+

2 − r−2 < l2
lmax−lmin

;
3) r+

2 − r−1 < l1
lmax−lmin

, åñëè r+
1 < r+

2 ;
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r+
1 − r−2 < l2

lmax−lmin
, åñëè r+

2 < r+
1 .

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñèëüíîé âëîæèìîñòè ðåøåòêè L â ðàçáèåíèå Til∞(α, l1, l2) ïðè ëþáûõ ÷àñòíûõ
çíà÷åíèÿõ β ∈ αZ+ Z, åñëè èçâåñòíû îöåíêè äëÿ r(α, n, I1).

Â òåîðåìàõ 1.5, 1.10 è 1.11 äîêàçàí ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñèëüíîãî âëî-
æåíèÿ ðåøåòîê.

Òàêæå â òåîðåìå 1.2 ïåðâîãî ïàðàãðàôà äîêàçàíî, ÷òî åñëè β 6∈ αZ + Z, òî
ïðè ëþáûõ l1 è l2 íå ñóùåñòâóåò ñèëüíî âêëàäûâàþùåéñÿ ðåøåòêè.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ñâîéñòâ
ñèëüíî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàçáèåíèé Til∞(α, l1, l2),
êîãäà β = 1 − α. Çäåñü òàêæå â òåîðåìàõ 1.15 è 1.16 ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñèëü-
íî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê ñîîòâåòñòâåííî â ðàçáèåíèÿ, ïîðîæäàåìûå ÷åòíî-
ôèáîíà÷÷åâûìè ÷èñëàìè è â êëàññè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è.

Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû
ñèëüíî âêëàäûâàþùèåñÿ ðåøåòêè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàçáèåíèé Til∞(α, l1, l2),
êîãäà β = 〈2α〉 è β = 〈3α〉.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà î ñëàáîì âëîæå-
íèè ðåøåòîê. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòêà L ñëàáî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå
Til∞(α, l1, l2), åñëè êàæäûé äëèííûé èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåí-
íóþ òî÷êó ðåøåòêè L, à êîðîòêèå èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ íå ñîäåðæàò òî÷åê ðå-
øåòêè L.

Â ïàðàãðàôå 1 ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè ñëàáî âêëà-
äûâàþùèõñÿ â ðàçáèåíèÿ Til∞(α, l1, l2) ðåøåòîê äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî β.
Â òåîðåìå 2.1 äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåòêà L ñëàáî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå
Til∞(α, l1, l2), òî hL ïðåäñòàâèìî â âèäå

hL =
l1β + l2(1− β)

∆
,

ãäå ∆ = [l1 > l2]β + [l2 > l1](1 − β), ïðè÷åì [x > y] =

{
1, åñëè x > y,
0, åñëè x ≤ y.

Â
òåîðåìå 2.2 îïèñàíû äîïóñòèìûå ãðàíèöû íóëåâîãî ÷ëåíà ïðîãðåññèè (ðåøåòêè)
h0. Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîãî âëîæåíèÿ ðåøåòîê.

Òåîðåìà 2.3. Ðåøåòêà L ñëàáî âêëàäûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå Til∞(α, l1, l2)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
n

r(α, n, I1)− inf
n

r(α, n, I1) < ∆λ, ãäå λ =
lmax

lmin
.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñëàáîé âëîæèìîñòè ðåøåòêè L â ðàçáèåíèå Til∞(α, l1, l2) ïðè ëþáûõ ÷àñòíûõ
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çíà÷åíèÿõ β, åñëè èçâåñòíû îöåíêè äëÿ îñòàòêà r(α, n, I1). Â òåîðåìàõ 2.4, 2.5
è 2.6 äîêàçàí ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñëàáîãî âëîæåíèÿ ðåøåòîê.

Âòîðîé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ñâîéñòâ
ñëàáî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàçáèåíèé Til∞(α, l1, l2):
êëàññè÷åñêèõ ðàçáèåíèé Ôèáîíà÷÷è, ðàçáèåíèé, ïîðîæäàåìûõ ÷åòíî-ôèáîíà÷-
÷åâûìè ÷èñëàìè, ñëó÷àåâ, êîãäà β = 1− α, β = 〈2α〉, β = 〈3α〉.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà è ìè-
íèìóìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîáëåìû ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé r(α, n, I1).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé êóñî÷íî-ëè-
íåéíûõ íà îòðåçêå [0; 1], ïîñêîëüêó â îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè r(α, n, I1)
áûëè ïîëîæåíû ïîíÿòèå è ñâîéñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíê-
öèé.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ r(α, n, I1)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò 〈nα〉. Â ïðåäëîæåíèÿõ 3.4 è 3.5 ïîëó÷åíû
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé N(α, n, I1) è r(α, n, I1) â
ñëó÷àå, êîãäà I1 = [δ; δ + 〈mα〉). Íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
supn r(α, n, I1) è infn r(α, n, I1).

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Cm(α, x) =
m∑

i=1

〈(i− 1)α + δ − x〉.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè: 〈x〉∗ =

{ 〈x〉, åñëè x 6∈ Z,
1, åñëè x ∈ Z,

C∗
m(α, x) =

∑m
i=1〈(i− 1)α +

δ−x〉∗. Ôóíêöèÿ 〈x〉 � íåïðåðûâíà ñëåâà, à ôóíêöèÿ 〈x〉∗ � íåïðåðûâíà ñïðàâà
â òî÷êàõ x0 ∈ Z. Ôóíêöèÿ Cm(α, x) � íåïðåðûâíà ñëåâà, à ôóíêöèÿ C∗

m(α, x) �
íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êàõ xi = 〈(i− 1)α + δ〉. Â òåîðåìå 3.1 ïîëó÷åíà òî÷íàÿ
ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè r(α, n, I1).

Òåîðåìà 3.1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

sup
n

r(α, n, I1) = 〈mα〉+ max
j=1,...,m

C∗
m(α, 〈(j − 1)α + δ〉)− Cm(α, 0).

Â òåîðåìå 3.2 ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè r(α, n, I1).

Òåîðåìà 3.2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

inf
n

r(α, n, I1) = 〈mα〉+ min
j=1,...,m

Cm(α, 〈(j − 1)α + δ〉)− Cm(α, 0).
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Â ñëó÷àå, êîãäà δ = 0, òî åñòü ïðè I1 = [0, 〈mα〉), äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r+
1 = sup

n,〈nα〉∈I1

r1(α, n), r−1 = inf
n,〈nα〉∈I1

r1(α, n),

r+
2 = sup

n,〈nα〉∈I2

r1(α, n), r−2 = inf
n,〈nα〉∈I2

r1(α, n)

ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 3.12. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

r+
1 = max

j=0,...,m−1:〈jα〉∈[0;〈mα〉]
C∗

m(α, 〈jα〉)− Cm(α, 0),

r−1 = min
j=0,...,m:〈jα〉∈[0;〈mα〉]

Cm(α, 〈jα〉)− Cm(α, 0),

r+
2 = max

j=0,...,m:〈jα〉∈[〈mα〉;1]
C∗

m(α, 〈jα〉)− Cm(α, 0),

r−2 = min
j=0,...,m−1:〈jα〉∈[〈mα〉;1]

Cm(α, 〈jα〉)− Cm(α, 0).

Òî÷íûå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 3.1, 3.2 è ïðåäëîæåíèè 3.12, ïîç-
âîëÿþò ðåøèòü âîïðîñ î ñèëüíîé è ñëàáîé âëîæèìîñòè ðåøåòîê â ðàçáèåíèÿ
Til∞(α, l1, l2) ïðè ëþáûõ β = 〈mα〉, íà îñíîâå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé, ïîëó÷åííûõ â òåîðåìàõ 1.4, 2.3.

Â ïðåäëîæåíèÿõ 3.11 è 3.13 äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé supn r(α, n, I1), infn r(α, n, I1), r+

1 , r−1 , r+
2 è r−2 çà O(m)

îïåðàöèé.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå r(α, n, I1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò α, ïîëó÷å-

íû îöåíêè êîëè÷åñòâà òî÷åê íåëèíåéíîñòè ôóíêöèé supn r(α, n, I1) è infn r(α, n, I1),
êàê ôóíêöèé îò àðãóìåíòà α, ãäå I1 = [δ; δ + 〈mα〉).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ñïåêòð è
ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xβ

n} â ñëó÷àå, êîãäà β = 1 − α (îáîçíà÷èì
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê {xn}), ïî ïðîèçâîëüíîìó ìîäóëþ h òàêîìó, ÷òî

h =
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k
, ãäå l, k ∈ Z, k2 + l2 6= 0.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîé-
ñòâà ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðîèçâîëüíîìó ìîäó-
ëþ h, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Ã. Âåéëÿ äëÿ ðàâíîìåð-
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íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìîäóëþ 121,22,23. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eh èíòåðâàë [a
h , b

h),
åñëè E = [a, b). Î÷åâèäíî, ÷òî |Eh| = |E|

h . Îáîçíà÷èì öåëóþ ÷àñòü ïî ìîäóëþ
h, êàê [x]h = h[xh ]. Îïðåäåëèì ñèìâîë 〈x〉h, êàê åäèíñòâåííîå ÷èñëî y, óäîâëå-
òâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì: 1) 0 ≤ y < h, 2) y ≡ x(mod h). Äðóãèìè ñëîâàìè
〈x〉h = x− [x]h. Ââåäåì ôóíêöèþ Nh(Eh, n, {xn}):

Nh(Eh, n, {xn}) = ]{0 ≤ i < n : 〈xi〉h ∈ Eh}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ h, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 ≤ a <
b ≤ h, èìååì

lim
n→∞

Nh([a, b), n, {xn})
n

=
b− a

h
=
|E|
h

.

Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ïî ìîäóëþ h âè-
äà h = l1(1−α)+l2α

(l−k)α+k , ãäå l è k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ k2 + l2 6= 0. Äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïî òàêîìó ìîäóëþ ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ν(ε) ïðè h0 > 0:
ν(ε) = 1

h0
(ε[h0]h + min{ε, 〈h0〉h})} è ïðè h0 < 0: ν(ε) = 1

|h0|([|h0|]hε + max{0, ε−
(h − 〈|h0|〉h)}), ãäå h0 = l1l−l2k

(l−k)α+k . Â òåîðåìàõ 4.7 è 4.8 äàåòñÿ îïèñàíèå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïî ìîäóëþ h ñ ïîìîùüþ äàííîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü h0 > 0. Òîãäà

ν(ε) =

{ ε
h0

([h0]h + 1), åñëè ε ∈ [0; 〈h0〉h),
1
h0

(ε[h0]h + 〈h0〉h), åñëè ε ∈ [〈h0〉h; h).

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü h0 < 0. Òîãäà

ν(ε) =

{
ε
|h0| [|h0|]h, åñëè ε ∈ [0; h− 〈|h0|〉h),
1
|h0|(ε([|h0|]h + 1)− h + 〈|h0|〉h), åñëè ε ∈ [h− 〈|h0|〉h; h).

Äàííûå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåðâàë [0; h) ðàçáèâàåòñÿ òî÷êîé 〈|h0|〉h
íà äâà ïîäèíòåðâàëà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå
ðàâíîìåðíî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà |h0| = h, ðàññìàòðèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå

21Weyl H. �Uber die Gibbs'sche Erscheinung und verwandte Konvergenzph�anomene // Rendicontidel Circolo
Mathematico di Palermo. � 1910. � V. 30. � P. 377�407.

22Âåéëü Ã. Î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñåë ïî ìîäóëþ 1 // Âåéëü Ã. Èçáðàííûå òðóäû. � Ì.: Íàóêà,
1984. � Ñ. 58 � 93.

23Êåéïåðñ Ë., Íèäåððåéòåð Ã. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. � Ì.: Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-
ìàò. ëèò., 1985.
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ðàâíîìåðíî íà âñåì èíòåðâàëå [0; h). Â ñëó÷àå, êîãäà h0 > 0 è h0 < h òî÷êè
êâàçèðåøåòêè {xn} ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî è ñîñðåäîòî÷åíû ëèøü íà èíòåð-
âàëå [0; h0); êîãäà h0 < 0 è |h0| < h òî÷êè êâàçèðåøåòêè {xn} ðàñïðåäåëåíû
ðàâíîìåðíî è ñîñðåäîòî÷åíû òîëüêî íà èíòåðâàëå [h− |h0|; h).

Â ïðåäëîæåíèÿõ 4.18 è 4.19 äàíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ν(ε).

Â ïàðàãðàôå 2 ÷åòâåðòîé ãëàâû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâà Spec � òåîðå-
òèêî-÷èñëîâîãî ñïåêòðà îäíîìåðíîãî êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ. Ïîëó÷å-
íû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Spec è Spec∗. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{yn} ñîîòíîøåíèÿìè

y−1 = 0,

yn+1 =

{ 〈yn + l1〉h, åñëè 〈nα〉 ∈ [0; 1− α),
〈yn + l2〉h, åñëè 〈nα〉 ∈ [1− α; 1).

Îòìåòèì, ÷òî yn = 〈xn〉h.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y (h) òàêîå, ÷òî Y (h) = {yn}, ãäå ÷åðòà îáîçíà-

÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî Y (h) ⊆ [0; h). Îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî Yε(h) = [0, ε). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h ∈ Spec, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
Y (h) 6= [0; h). Â ïðåäëîæåíèè 4.8 äîêàçàíî, ÷òî åñëè h ∈ Spec, òî è mh ∈ Spec
ïðè ëþáîì öåëîì m.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h ∈ Spec∗, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ h. Î÷åâèäíî, ÷òî Spec ⊆ Spec∗. Â
ñëåäñòâèè 4.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå äåéñòâèòåëüíûå h 6∈ Spec∗.

Â.Ã.Æóðàâëåâûì24 áûë èçó÷åí äèôðàêöèîííûé ñïåêòð ÷åòíî-ôèáîíà÷÷åâûõ
÷èñåë. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé. Äèôðàêöèîííûì ñïåêòðîì DiffSpec ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} áóäåì íà-
çûâàòü ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî X èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äëÿ âñåõ λ ∈ X

f(λ) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

exp(2πixjλ) 6= 0.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ïðèìåíåííûå Â.Ã. Æóðàâëåâûì äëÿ ÷åòíî-ôèáîíà÷÷åâûõ
÷èñåë, â òåîðåìå 4.6 ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë h èç ìíî-
æåñòâ Spec è Spec∗.

Òåîðåìà 4.6. Åñëè h ∈ Spec∗, òî h ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k
,

24Æóðàâëåâ Â.Ã. ×åòíî-ôèáîíà÷÷åâû ÷èñëà: áèíàðíàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à, ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîãðåññèÿì
è ñïåêòð // Àëãåáðà è àíàëèç. � 2008. � Ò. 20. � �3. � Ñ. 18�46.
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ãäå m, l, k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k2+l2 6= 0.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå íà îñíîâå ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ν(ε) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïî ïðîèçâîëüíîìó ìîäóëþ h, èññëåäîâàííûõ â ïàðàãðà-
ôå 3, ïîëó÷åíû â òåîðåìàõ 4.9 è 4.10 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà h âî ìíîæåñòâà Spec è Spec∗.

Òåîðåìà 4.9. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∆ = |l1l − l2k| < l1(1− α) + l2α,

ãäå l, k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî k2 + l2 6= 0, òî ïðè ëþáîì
öåëîì m, îòëè÷íîì îò íóëÿ, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Spec.
Òåîðåìà 4.10. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∆ = |l1l − l2k| 6= l1(1− α) + l2α,

ãäå l, k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî k2 + l2 6= 0, òî ïðè ëþáîì
öåëîì m, îòëè÷íîì îò íóëÿ, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Spec∗.
Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Ãåîðãèåâè÷ó
Æóðàâëåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðóêîâîäñòâî è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñèëüíî è ñëàáî âêëàäûâàþùèõñÿ ðåøåòîê â
îäíîìåðíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ.

2. Âû÷èñëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèëüíî è ñëàáî âêëàäûâàþùèõñÿ
ðåøåòîê äëÿ íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.

3. Ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìó-
ìà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðîáëåìû Ãåêêå-Êåñòåíà ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé
{nα}. Îöåíåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Èçó÷åíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè, êàê ôóíêöèè èððàöèîíàëüíîãî α.

4. Èçó÷åí òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ñïåêòð êâàçèðåøåòîê â ñëó÷àå íåêîòîðûõ èð-
ðàöèîíàëüíîñòåé.

5. Âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçèðåøåòêè ïî ïðîèç-
âîëüíîìó ìîäóëþ.
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