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Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ÷åðåç çàäàííûå ñâîéñòâà íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãðóïï. Ñóùåñòâóþò êàê è î÷åâèäíûå

óòâåðæäåíèÿ, òàê è äàëåêî íå òðèâèàëüíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ, íàïðèìåð, ïðîñòûõ ãðóïï

(ñì. [29]).

Åñëè ϕ è ψ � îáûêíîâåííûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, òî ñóùåñòâóåò

ðàçëîæåíèå

ϕψ =
∑
θ

cθϕψθ,

ãäå θ � íåïðèâîäèìûå ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ñòðóêòóðíûå

êîíñòàíòû cθϕψ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèé θ èç ñîîòíî-

øåíèé îðòîãîíàëüíîñòè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû íàêëàäûâàþòñÿ

îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Â îäíîì èç íèõ êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîíñòàíò cθϕψ íåâåëèêî,

â äðóãîì � ñàìè êîíñòàíòû îãðàíè÷åíû ñâåðõó.

Â ïåðâîì íàïðàâëåíèè èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï, è, â

ïåðâóþ î÷åðåäü, p-ãðóïï. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåð, ïî-

ëó÷åííûé êàê ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà íà ñâîé ñîïðÿæåííûé,

èìååò â ñâîåì ðàçëîæåíèè ìàëîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ (ñì. [14],[18]).

Âî âòîðîì íàïðàâëåíèè íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå ñëó÷àè. Ðàññìîòðèì ãðóïïû,

ó êîòîðûõ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé èìåþò â

ñâîåì ðàçëîæåíèè ìàëûå êðàòíîñòè.

Êîíå÷íóþ ãðóïïó G íàçîâåì SMm-ãðóïïîé
1, åñëè òåíçîðíûé êâàäðàò ëþáîãî åå

íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóï-

ïû G ñ êðàòíîñòÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè m.

Â 1941 ãîäó ëàóðåàò íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå Þäæèí Âèãíåð (Ýóõåíèî Âèã-

íåð) ââåë ïîíÿòèå SR-ãðóïïû.

Ïðîñòî ïðèâîäèìûìè ãðóïïàìè (èëè SR-ãðóïïàìè2) íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ãðóï-

ïû, â êîòîðûõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íå èìååò

1îò àíãëèéñêîãî ¾Square multiplicity¿
2îò ¾Simply reducible¿
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êðàòíîñòåé (òî åñòü êðàòíîñòè íå âûøå åäèíèöû).

Â ðàáîòå [41] Þ. Âèãíåð ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ∑
g∈G

|√g|3 ≤
∑
g∈G

|CG(g)|2, (∗)

ãäå
√
g = {x ∈ G | x2 = g}, à CG(g) � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïðèâîäèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûøåóêàçàííîå íåðàâåíñòâî îá-

ðàùàåòñÿ äëÿ ýòîé ãðóïïû â ðàâåíñòâî. Ïîëó÷àåìîå èç (∗) ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ¾óñëîâèåì

Âèãíåðà¿. Íåñìîòðÿ íà ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé, â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðêà óñëîâèÿ Âèã-

íåðà äëÿ êîíêðåòíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé çàäà÷åé, ïîýòîìó âîïðîñ î

ñâîéñòâàõ è ñòðîåíèè SR-ãðóïï äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Äëÿ íåðàâåíñòâà, ïðåäëîæåííîãî Âèãíåðîì ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå. Â ðàáîòå [35]

Äæ. Ìàêêè äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà. ∑
g∈G

|√g|n+1 ≤
∑
g∈G

|CG(g)|n,

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàì æå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

Âèãíåðà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï (n = 2 � óñëîâèå Âèãíåðà).

Â ïðèëîæåíèè ¾Íåðåøåííûå çàäà÷è¿ êíèãè [7] À.È. Êîñòðèêèí, â êà÷åñòâå íåðåøåí-

íîé ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î SR-ãðóïïàõ:

Êàê âûðàçèòü â îáùåì ïðèíàäëåæíîñòü ê SR-êëàññó â òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ

ãðóïïû?

Ñ.Ï. Ñòðóíêîâûì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû êîíêðåòíûå ïðîáëåìû îòíîñèòåëüíî ñòðî-

åíèÿ SR-ãðóïïû: ¾Äàòü îïèñàíèå âñåõ ïðîñòî ïðèâîäèìûõ ãðóïï ... (âîïðîñ, èíòåðåñíûé

äëÿ ôèçèêîâ). Íå áóäåò ëè êîíå÷íàÿ ïðîñòî ïðèâîäèìàÿ ãðóïïà ðàçðåøèìîé?¿ (Êîóðîâ-

ñêàÿ òåòðàäü [8], ñòð. 61, âîïðîñ 11.94).

Çàìåòèì, ÷òî â 1984 ãîäó, â 9-ì èçäàíèè Êîóðîâñêîé òåòðàäè ïîä íîìåðîì 9.56 áûë

îïóáëèêîâàí âîïðîñ ßíà Ñàêñëà (J. Saxl): ¾Íàéòè âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ òåí-

çîðíûé êâàäðàò ëþáîãî îáûêíîâåííîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîáîäåí îò êðàò-

íîñòåé¿ (Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü [8], ñòð. 39, âîïðîñ 9.56).

Âïîñëåäñòâèè çàäà÷à Ñ.Ï. Ñòðóíêîâà áûëà ðåøåíà Ë.Ñ. Êàçàðèíûì, Â.Â. ßíè-

øåâñêèì è Å.È. ×àíêîâûì (ñì. [6], [5]). Ïðè ýòîì áûë ðàññìîòðåí íîâûé êëàññ ãðóïï, áîëåå
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øèðîêèé ÷åì SR. Ïðè îòêàçå îò âåùåñòâåííîñòè è çàìåíû òðåáîâàíèÿ íà ðàçëîæèìîñòü

áåç êðàòíîñòåé òîëüêî êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷àþòñÿ ãðóïïû, íà-

çâàííûå àâòîðàìè ASR-ãðóïïàìè3. ASR-ãðóïïû, êàê è ñîäåðæàùèåñÿ â èõ ìíîæåñòâå SR-

ãðóïïû, îêàçàëèñü ðàçðåøèìû.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè SR-ãðóïï ñòàâèòñÿ òîëüêî äëÿ

êîíå÷íûõ ãðóïï. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåð: òðåõìåðíàÿ ãðóïïà

âðàùåíèé O(3) � SR-ãðóïïà (ñì. [11]).

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ASR-ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñâîåîáðàçíîé ãðàíèöåé. Åñëè õîòÿ áû

îäíà èç êðàòíîñòåé áîëüøå åäèíèöû, òî â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðèòü î ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû

íåëüçÿ.

SMm-ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì SR è ASR ãðóïï. Ïîíÿòíî, ÷òî â

ìíîæåñòâî SM2-ãðóïï âõîäÿò êàê ASR, òàê è SM2-ãðóïïû.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì SM-õàðàêòåðèñòèêîé ãðóï-

ïû G íàèáîëüøóþ êðàòíîñòü â ðàçëîæåíèè êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé

ãðóïïû. SM-õàðàêòåðèñòèêó ãðóïïû G ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê ÷èñëî mχ(G), òàêîå,

÷òî G � SMmχ(G), íî óæå íå SMmχ(G)−1-ãðóïïà.

Âåðîÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó íàèáîëüøåé êðàòíîñòüþ â ðàçëîæåíèè êâàä-

ðàòà íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà è êîëè÷åñòâîì õàðàêòåðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî ðàçëîæåíèå.

Íàïðèìåð â [14] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè G � êîíå÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà íå÷åòíîãî

ïîðÿäêà è χ � åå íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ïðîñòîé íå÷åòíîé ñòåïåíè p, òî íàèáîëüøàÿ

êðàòíîñòü â ðàçëîæåíèè õàðàêòåðà χ2 ñâÿçàíà ñ êîëè÷åñòâîì íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ â

åãî ðàçëîæåíèè. Áîëåå òî÷íî, ýòà êðàòíîñòü ðàâíà 2, åñëè ñëàãàåìûõ (p+ 1)/2, è ðàâíà p

åñëè ñëàãàåìîå âñåãî îäíî (ñì. [14], òåîðåìà C).

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ êîíå÷íûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû, ó êîòî-

ðûõ SM-õàðàêòåðèñòèêà áîëüøå åäèíèöû.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ñ êðàòíîñòÿìè â êâàäðàòàõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-

íèé íå áîëüøèõ äâóõ (SM2-ãðóïïû), òî âîçíèêàåò ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ ñòðîåíèåì:

Êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè?

Êàêèìè îñîáåííîñòÿìè ñòðîåíèÿ îáëàäàþò íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû?

3îò ¾Almost simply reducible¿
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Êàêèå èç ðàçðåøèìûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè?

SM2-ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ â êàêîì-òî ñìûñ-

ëå ìèíèìàëüíûì ¾ðàñøèðåíèåì¿ êëàññà ASR-ãðóïï.

Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó SM-õàðàêòåðèñòèêîé êîíå÷íîé

ãðóïïû è åå ñòðîåíèåì.

Öåëü è ìåòîäû ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ òåíçîð-

íûé êâàäðàò ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîäåðæèò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñ íåáîëüøèìè êðàòíîñòÿìè, â ÷àñòíîñòè, íå áîëüøå äâóõ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè õàðàêòåðîâ, â ÷àñòíîñòè òåîðåìà

Êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû-

÷èñëåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ãëàâíûå èç íèõ:

1. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ êîíå÷íûõ íåðàç-

ðåøèìûõ SM2-ãðóïï.

2. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ SM2-ãðóïï.

3. Äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ è ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè SM-

õàðàêòåðèñòèêè.

4. Âû÷èñëåíû SM-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï (â

÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï).

5. Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè SM-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ãðóïï Ôðîáåíèóñà, âû÷èñëåíû

SM-õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ 2-ãðóïï.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè âñåõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï SM2-ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ

òîëüêî ãðóïïû PGL2(q) è çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A5.

2. Äîêàçàíî, ÷òî íåàáåëåâûìè êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ

SM2-ãðóïï ìîãóò áûòü òîëüêî ãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïå L2(q).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìå-

íåíèå â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è èõ ïðåäñòàâëåíèÿì, â àëãåáðàè÷åñêîé

êîìáèíàòîðèêå, à òàêæå â èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾ßðî-

ñëàâñêèé êðàé. Íàøå îáùåñòâî â òðåòüåì òûñÿ÷åëåòèè¿ (ßðîñëàâëü, 2010), íà êîíôåðåí-

öèè ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï è ñìåæíûõ îáëàñòåé¿, Íîâîñèáèðñê (2010),

íà 64-é íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè (ßðîñëàâëü, 2011), íà ìåæäóíàðîäíîé (43-é

Âñåðîññèéñêîé) ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè¿

(Åêàòåðèíáóðã, 2012), íà XI Áåëîðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Ìèíñê, 2012), à

òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ¾Èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï¿ êàôåäðû àëãåáðû è

ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà (ßðîñëàâëü, 2011-2013).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè áûë îïóáëèêîâàí â öèêëå ðàáîò, ñîñòîÿùåì èç 4 ñòàòåé (â òîì

÷èñëå 2 ñòàòüè â æóðíàëå èç ñïèñêà ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ), è 4 òåçèñîâ äîêëàäîâ.

Âñå 4 ñòàòüè íàïèñàíû áåç ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ (22 ïàðàãðàôîâ), çàêëþ-

÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 41 íàèìåíîâàíèÿ è ïðèëîæåíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí
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íà 102 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðà-

ôû. Íóìåðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé, ïðåäëîæåíèé, îïðåäåëåíèé)

ñêâîçíàÿ è ñîñòîèò èç òðåõ öèôð: ïåðâàÿ öèôðà � íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð ïàðàãðà-

ôà è òðåòüÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ïàðàãðàôà. Ôîðìóëû è òàáëèöû èìåþò ñêâîçíóþ

íóìåðàöèþ âíóòðè âñåé äèññåðòàöèè.

Ââåäåíèå

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû, äåëàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,

ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äàëåå ñëåäóåò ñîäåðæàíèå äèññåð-

òàöèè, à òàêæå îáçîð ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äàííàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå

îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëîæåíû ñâåäåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà. Äàíû îïðåäå-

ëåíèÿ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìàëüíîãî è êîìïîçèöèîííîãî ðÿäà, ïî÷òè ïðîñòîé

ãðóïïû, öîêîëÿ ãðóïïû.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è òåîðèè õàðàêòåðîâ.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîãî õàðàêòåðà, õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ïðîñòîé íåàáåëåâîé

ãðóïïû ëèåâà òèïà, çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëèðîâ-

êè òåîðèè Êëèôôîðäà, ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An, â ÷àñòíîñòè,

¾ôîðìóëà êðþêîâ¿, óêàçàíû íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà çíà-

êîïåðåìåííîé ãðóïïû An ïðè 5 6 n 6 12.

Äàëåå â ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïïû L2(q) äëÿ ÷åòíûõ q,

è PGL2(q), à òàêæå çíà÷åíèÿ äâóõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû L2(q) äëÿ íå÷åòíûõ q. Â êîíöå

ïàðàãðàôà äàíû òàáëèöû çíà÷åíèé äâóõ ñïåöèàëüíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï L3(q) è U3(q) è

äîêàçûâàþòñÿ ëåììû î êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ îäíîãî õàðàêòåðà â ðàçëîæåíèå êâàäðàòà

äðóãîãî.

Â ïàðàãðàôe 1.3 èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ î ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ: îöåíêè êëàññî-

âîãî ÷èñëà, ïîðÿäêè ãðóïï âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ, ñòåïåíè õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ãðóïï
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ëèåâà òèïà. Äëÿ ãðóïï Ln(q), Un(q), Bn(q), Cn(q) ïðè íåáîëüøèõ n è q âû÷èñëåíû òî÷-

íûå çíà÷åíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà. Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ î ñïîðàäè÷åñêèõ

ãðóïïàõ, à èìåííî: çíà÷åíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà, ïîðÿäêîâ ñàìèõ ãðóïï è ãðóïï èõ âíåøíèõ

àâòîìîðôèçìîâ.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ïðèâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî Ãàëëàõåðà, äàþùåå âåðõíþþ è íèæíþþ

îöåíêó äëÿ êëàññîâîãî ÷èñëà ãðóïïû ÷åðåç èíäåêñ è êëàññîâîå ÷èñëî åå ïîäãðóïïû. Êðîìå

òîãî, äàåòñÿ îöåíêà ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé

ãðóïïû ÷åðåç êëàññîâîå ÷èñëî ýòîé ãðóïïû. Òàêæå ïðèâåäåíû îöåíêè êëàññîâîãî ÷èñëà

ãðóïïû Sn è åå ïîäãðóïïû G.

Ïàðàãðàô 1.5 ïîñâÿùåí âûâîäó îñíîâíûõ ñâîéñòâ SMm-ãðóïï. Äîêàçûâàþòñÿ íåðà-

âåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïîðÿäîê SMm-ãðóïïû, åå êëàññîâîå ÷èñëî è ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ:

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà χ ãðóïïû G, χ(1) 6 mk(G).

Ëåììà 1.5.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà |G| 6 m2k(G)3.

Ëåììà 1.5.4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åå íåïðèâîäè-

ìîãî õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ: χ2(1) 6 m
√
|G|k(G).

Ëåììà 1.5.5. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà ñòåïåíü ëþáîãî åå

íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó χ(1) 6 mk(G)−m.

Êðîìå òîãî, óêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó óäàëîñü ïîëó÷èòü íèæíèå îöåíêè

m(G) äëÿ SM-õàðàêòåðèñòèêè mχ(G) ãðóïïû G. Ñ ïîìîøüþ ýòîãî êðèòåðèÿ îòñåèâàëèñü

ãðóïïû, çàâåäîìî íå ïîïàäàþùèå â ñïèñîê SM2-ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 1.6 ïðèâåäåíû ïðîñòûå è ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü

îïðåäåëèòü èõ SM-õàðàêòåðèñòèêó. Îòäåëüíî äàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï

è èõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ.
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2. Êðàòíîñòè â ðàçëîæåíèè êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïî-

÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì L2(q)

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì ãðóïïå

L2(q), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ SM-õàðàêòåðèñòèêà.

Â íà÷àëå ãëàâû â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, êà-

ñàþùèåñÿ ñóìì ïðèìèòèâíûõ êîðíåé èç åäèíèöû â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû L2(q). Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé ïî òàáëèöå

õàðàêòåðîâ äîêàçûâàåòñÿ ïðè ÷åòíîì q, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ

êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ îäíîãî â ðàçëîæåíèÿ êâàäðàòà äðóãîãî íå ïðåâîñõîäèò 2. Äðóãèìè

ñëîâàìè, äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ÷åòíîãî q, ÷òî L2(q) � SM2-ãðóïïà è åå SM-õàðàêòåðèñòèêà

ðàâíà äâóì.

Äëÿ íå÷åòíîãî q > 3 âûáèðàåòñÿ ïàðà ïîäõîäÿùèõ õàðàêòåðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå SM-õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà òðåì (êðîìå ñëó÷àåâ q = 3 è

5). Çäåñü íå ïðîâîäèëàñü ïîëíàÿ ïðîâåðêà äëÿ âñåõ ïàð íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ, íî, êàê

ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãðóïï L2(q) ïðè 5 < q < 125, èìåííî ýòî çíà÷åíèå è áóäåò

íàèáîëüøèì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, SM-õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïû L2(q) â

ñëó÷àå íå÷åòíîãî q áóäåò ðàâíà òðåì.

Â ïàðàãðàôå 2.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïû PGL2(q), q > 3, ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå èññëåäîâàíèÿ ñðåäè ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï áû-

ëà èçâåñòíà òîëüêî îäíà SM2-ãðóïïà � A5. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ãðóïï

A5
∼= L2(4) ∼= L2(5), òî ïîÿâëåíèå ãðóïï L2(q), ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ÷åòíûõ q, â ñïèñêå

SM2-ãðóïï áûëî âïîëíå ëîãè÷íî. Íåîæèäàííûì îêàçàëîñü òî, ÷òî êëàññ ïðîñòûõ SM2-

ãðóïï ñîäåðæàë òîëüêî ýòè ãðóïïû (èñêëþ÷åíèå q = 5). Êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, è

ýòè ãðóïïû � ÷àñòíûé ñëó÷àé ãðóïï PGL2(q) ââèäó èçîìîðôèçìà L2(q) ∼= PGL2(q) äëÿ

÷åòíûõ q.

Íàêîíåö, â ïàðàãðàôå 2.4 ðàçáèðàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ

öîêîëåì, èçîìîðôíûì L2(q), îòëè÷íàÿ îò L2(q) è PGL2(q). Â êàæäîì èç íèõ äîêàçàíî,

÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G) ãðóïïû G áîëüøå äâóõ.

Èòîã ãëàâû � òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà ñ öîêîëåì, èçî-

ìîðôíûì L2(q). Òîãäà G èçîìîðôíà A5 èëè PGL2(q).
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3. Ïðîñòûå SM2-ãðóïïû

Ïðè èçó÷åíèè êîíå÷íûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êâàäðàòû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

èìåþò íåáîëüøèå êðàòíîñòè, ïåðâûì âîçíèê âîïðîñ î òîì, êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï áóäóò SM2-ãðóïïàìè. Âûáîð SM2-ãðóïï îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ASR-ãðóïïû (SM1-

ãðóïïû) óæå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû (ñì. [6], [5]).

Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ óêàçàííîãî m îïðåäåëèòü,

êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï âõîäÿò â êëàññ SMm-ãðóïï, â ÷àñòíîñòè ïåðå÷èñëèòü

ãðóïïû, ó êîòîðûõ SM-õàðàêòåðèñòèêà â òî÷íîñòè ðàâíà m.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè î êîíå÷íûõ SMm-ãðóïïàõ èñïîëüçîâàëèñü

ëåììû 1.5.2 è 1.5.5. Äëÿ êàæäîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû L áûëî ðàññìîòðåíî ÷èñ-

ëî m(L), ðàâíîå îòíîøåíèþ ñòåïåíè íåêîòîðîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ ê ÷èñëó

êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ k(L). Â ñèëó ëåììû 1.5.5, åñëè L � íåðàçðåøèìàÿ SMm-

ãðóïïà, òî χ(1) < m(k(L)−1) äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû L. Ïîýòîìó,

åñëè äëÿ ãðóïïû L çíà÷åíèå m(L) áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà r, òî è åå SM-õàðàêòåðèñòèêà

mχ(L) áîëüøå r. Äðóãèìè ñëîâàìè, L íå ÿâëÿåòñÿ SMr-ãðóïïîé.

Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà m(L) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íå âñåãäà èçâåñòíà

íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çäåñü âàæíåå áûëè

îöåíêè çíà÷åíèé m(L) ñíèçó. Â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåãî õàðàêòåðà, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçî-

âàëñÿ õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ, äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííîãî ÷èñëà, áûëè

èñïîëüçîâàíû äðóãèå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû áîëüøåé ñòåïåíè.

Â êîíöå ãëàâû ïîäâîäèòñÿ èòîã èññëåäîâàíèé äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï:

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü L�êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íàáåëåâà SM2-ãðóïïà. Òîãäà L èçî-

ìîðôíà ãðóïïå L2(q), ãäå q = 2t > 4.

4. Ïî÷òè ïðîñòûå SM2-ãðóïïû

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà ëåììà 1.5.5. Äëÿ êàæäîé èç

ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï G ñ öîêîëåì L ðàññìàòðèâàëîñü ÷èñëî m(G) = ψ0(1)/k(G), ãäå ψ0 �

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G. Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3, îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó

ñíèçó äëÿ m(G) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

m(G) >
m(L)

k(Out(L))
>

m(L)

|Out(L)|
.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà îöåíêà íåýôôåêòèâíà, èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ

î ãðóïïå G, à òàêæå ëåììà 1.5.4.
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Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè L 6= L2(q), òî â ýòîì ñëó÷àå SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G) > 2

ïîýòîìóG íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ SM2-ãðóïïîé. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû îáîáùàåò

òåîðåìó 2.4.4:

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà. Òîãäà G èçî-

ìîðôíà A5 èëè PGL2(q).

5. Íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû

Äëÿ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï íåáîëüøîãî ïîðÿäêà óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî âñå èõ

íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èçîìîðôíû ãðóïïå L2(q). Öåëü èññëåäîâàíèé ãëàâû

5 � âûÿñíèòü, âåðíî ëè ýòî è äëÿ îñòàëüíûõ êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñòðîèëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóþò íåðàçðåøè-

ìûå SM2-ãðóïïû ñ íåàáåëåâûìè êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè, îòëè÷íûìè îò L2(q). Ñðåäè

âñåõ òàêèõ ãðóïï áûëà âûáðàíà ãðóïïà G íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà � ìèíèìàëüíûé êîíòð-

ïðèìåð.

Â ÷åòûðåõ ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ â êà÷åñòâå SM2-ãðóïïû G ðàññìàòðèâàåòñÿ

ýòîò êîíòðïðèìåð. Â íà÷àëå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 5.0.3. Ïóñòü N � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà:

1. N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, òî åñòü N � öîêîëü

ãðóïïû G.

2. N ∼= L1×· · ·×Lm � õàðàêòåðèñòè÷åñêè ïðîñòàÿ ãðóïïà; âñå Li èçîìîðôíû ïðîñòîé

íåàáåëåâîé ãðóïïå L.

3. G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ñïëåòåíèÿ Aut(L) o S, ãäå S � ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû Sm, äåéñòâóþùàÿ òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ

ïîäãðóïï ãðóïïû N .

Äàëåå ñ ó÷åòîì ýòèõ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ãðóïïû G è â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

äîêàçûâàåòñÿ:

Ëåììà 5.0.4. Ïóñòü χ0 � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G íàèáîëüøåé ñòåïåíè.

Òîãäà

χ0(1) < c · |Out(L)| · k(L),

ãäå c = (2 · k(S))1/n, à k(S) � êëàññîâîå ÷èñëî ãðóïïû S.
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Åñëè n > 2, òî c 6 1, 82 è c = 2, åñëè n = 2.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ ìû îãðàíè÷èâàåì ñïèñîê ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï

äî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 5.0.5. Ïóñòü n 6 2. Òîãäà ãðóïïà L èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

A7, L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8), U3(16).

Ñëåäñòâèå 5.0.6. Ïóñòü n > 3. Òîãäà L � îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: L3(3), L3(4),

L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8).

Â êîíöå ãëàâû, ïîñëå äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè äëÿ îñòàâøèõñÿ ãðóïï, ïîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî L íå ìîæåò áûòü íè îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåòñÿ:

Òåîðåìà 5.0.7. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SM2-ãðóïïà. Òîãäà åå ïðîñòûå íåàáåëåâû

êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èçîìîðôíû ãðóïïå L2(q).

6. Íåêîòîðûå êëàññû êîíå÷íûõ SMm-ãðóïï

Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà SM2-ãðóïïàì â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Â ïàðàãðàôå 6.1 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà G ∼= M o H � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ñ

ÿäðîì M . Äîêàçàíî, ÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G) ãðóïïû G íå ìåíüøå, ÷åì
|H|2 − |H|
|M | − 1

.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê íåêîòîðûõ ìåòàöèêëè÷åñêèõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà,

äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíà SM-õàðàêòåðèñòèêà.

Äàëåå â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçðåøèìûå ãðóïïû. Â ïàðàãðàôàõ 6.2-6.4 ïðè-

âåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé SM-õàðàêòåðèñòèêè mχ(G) äëÿ 2-ãðóïï. Ñíà÷àëà äàþòñÿ

ñâåäåíèÿ î êîëè÷åñòâå SM2 è SM4-ãðóïï ñðåäè íåàáåëåâûõ, â ÷àñòíîñòè ìåòàáåëåâûõ 2-

ãðóïï ïîðÿäêîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 256. Äàëåå, äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ óêàçûâàåòñÿ ñòðîå-

íèå, êëàññîâîå ÷èñëî, SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G) è èäåíòèôèêàòîð ãðóïïû â ñèñòåìå GAP.

Ïîêàçàíî, ÷òî mχ(G) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå òîëüêî 1, 2 è 4.

Â îòäåëüíîé òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ñòóïåíÿõ ðàçðåøèìîñòè 2-ãðóïï ñ õà-

ðàêòåðèñòèêîé mχ(G) > 2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ãðóïïû ïîðÿäêîâ 32 è 64 � SM2-ãðóïïû,

ïðè÷åì ãðóïïû, ó êîòîðûõ mχ(G) = 2, èìåþò ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè íå ìåíüøå äâóõ. Äëÿ

ãðóïï ïîðÿäêîâ 128 è 256 ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Çíà÷åíèÿ ñòóïåíåé ðàçðåøèìîñòè

äëÿ ãðóïï ñ SM-õàðàêòåðèñòèêîé áîëüøåé åäèíèöû ðàâíû òîëüêî 2 èëè 3.

Ïàðàãðàô 6.5 ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ î êîëè÷åñòâå âñåõ SMm-ãðóïï ñðåäè ðàçðåøèìûõ

íåàáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêîâ 6�400 (çà èñêëþ÷åíèåì 2-ãðóïï).
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Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ãèïîòåçû, ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ îáîáùàþò ïîëó÷åííûå â

äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû. Ýòè ãèïîòåçû ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðàìè äëÿ äàëüíåéøèõ èñ-

ñëåäîâàíèé ïî SMm-ãðóïïàì.

Äàëåå ñëåäóåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 41 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïðèëîæåíèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ îïèñûâþòñÿ êîìàíäû GAP, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå. Ïðèâîäÿòñÿ

òåêñòû ïðîãðàìì.
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1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

1.1 Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé äèññåðòàöèè òåðìèí ãðóïïà âñåãäà îçíà÷àåò êîíå÷íóþ ãðóïïó.

Ïóñòü G � ãðóïïà. Ìíîæåñòâî åå íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåì ÷åðåç G#.

Òðèâèàëüíóþ ãðóïïó îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì 1. Åñëè x, y � ýëåìåíòû ãðóïïû G, è H 6 G,

òî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: x−1yx = yx, x−1Hx = Hx, [x, y] = x−1y−1xy. Åñëè A, B

� ïîäãðóïïû ãðóïïû G, òî ÷åðåç [A,B] îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà G ïîðîæäåííàÿ âñåìè

ýëåìåíòàìè âèäà [a, b], ãäå a ∈ A, b ∈ B.

Âûðàæåíèå A×B îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï A è B íåêîòîðîé ãðóï-

ïû G.

Âûðàæåíèå G = Ao B îáîçíà÷àåò ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï A è B íåêî-

òîðîé ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäðãóïï A è B,

åñëè AEG, B ≤ G, A ∩B = 1 è G = AB.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Âîçðàñòàþùèì ðÿäîì ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G0, G1,..., Gn ïîäãðóïï èç G òàêàÿ, ÷òî Gi ≤ Gi+1 äëÿ âñåõ i =

= 0, 1, . . . , n− 1, G0 = 1 è Gn = G. Òàêîé ðÿä çàïèñûâàþò â âèäå

1 = G0 ≤ G1 ≤ ... ≤ Gn = G (1)

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Åñëè åñòü ðÿä ïîäãðóïï (1), â êîòîðîì GiEGi+1, òî ôàêòîð-ãðóïïû

Gi+1/Gi íàçûâàþòñÿ åãî ôàêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ

1. íîðìàëüíûì, åñëè Gi EG äëÿ âñåõ i ∈ {0, ..., n− 1},

2. êîìïîçèöèîííûì, åñëè Gi � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ â Gi+1 äëÿ âñåõ

i ∈ {0, ..., n− 1},

3. öåíòðàëüíûì, åñëè Gi EG è Gi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi) äëÿ âñåõ i ∈ {0, ..., n− 1}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ âñåìè åå ìèíèìàëü-

íûìè íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, íàçûâàåòñÿ öîêîëåì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Soc(G).



1.2. Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé 17

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Ïóñòü L � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè

ïðîñòîé, åñëè îíà èçîìîðôíà ïîäãðóïïå T , ãäå L 6 T 6 Aut(L).

Çàìå÷àíèå 1. Îïðåäåëåííàÿ âûøå ãðóïïà G áóäåò íåðàçðåøèìîé è ïðè ýòîì ñîäåðæèò

ðîâíî îäèí êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð, èçîìîðôíûé ãðóïïå L.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.7. Ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ìåæäó ñîáîé â G.

1.2 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

Òåðìèíîëîãèÿ, êàñàþùàÿñÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è õàðàêòåðîâ ãðóïï, ñîîòâåòñòâó-

åò êíèãàì [2], [28]. Âåçäå, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ÿâíî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáûêíî-

âåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Â ÷àñòíîñòè,

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð � õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë. ×åðåç Irr(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû

G.

1.2.1 Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ôàêòîðãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èñ-

õîäíîé ãðóïïû.

Ïóñòü A = (aij)n×n è B = (bij)m×m � äâå ìàòðèöû íàä ïîëåì C.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B íàçûâàåò-

ñÿ ìàòðèöà C ðàçìåðîâ mn×mn, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé ýëåìåíòîâ

aij áëîêàìè aijB. Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå C = A⊗B.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëå-

íèé ϕ : G→ GLn(C) è ψ : G→ GLm(C) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå

ϕ⊗ ψ : g → ϕ(g)⊗ φ(g) (g ∈ G).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.4. Õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ ⊗ ψ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðîâ

ïðåäñòàâëåíèé ϕ è ψ: χϕ⊗ψ = χϕ · χψ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.5. Ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G =

= A×B ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ A è íåïðè-

âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ B. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G åñòü

ïðîèçâåäåíèå ϕψ, ãäå ϕ ∈ Irr(A), ψ ∈ Irr(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], Òåîðåìà (4.21).

1.2.2 Õàðàêòåðû ïðîñòûõ è íåðàçðåøèìûõ ãðóïï

Ïðåäëîæåíèå 1.2.6. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé

íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íå ìåíüøå 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñëåäñòâèå (12.6).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.7. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êîì-

ïëåêñíûé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ ãðóïïû G, ÷òî |G| ìåíüøå χ(1)3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì.[29]

Ïðåäëîæåíèå 1.2.8. Ïóñòü L � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ëèåâà òèïà, îïðåäåëåííàÿ

íàä ïîëåì Fq õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà L èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð StL, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì Ñòåéíáåðãà, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà ïîðÿäêó ñèëîâñêîé p-ïîäãðóï-

ïû ãðóïïû L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîäåðæèòñÿ â [21].

1.2.3 Èíäóöèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ è õàðàêòåðû

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ χ1 è χ2 ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ [χ1, χ2]:

[χ1, χ2] =
1

|G|
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü, íà êàêîé èìåííî ãðóïïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå, ìû ïîìå÷àåì çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èíäåêñîì âíèçó, íàïðèìåð

[χ1, χ2]G. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âû÷èñëåíèå ÿñíî èç êîíòåêñòà, èíäåêñ ó çíàêà ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ îïóñêàåòñÿ.

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è H � åå ïîäãðóïïà. Äëÿ êàæäîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ

ãðóïïû H îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå ϕG, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èíäóöèðî-

âàííûì ϕ.
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Ïóñòü G = Ht1 ∪ ... ∪ Hts � ðàçëîæåíèå ãðóïïû G íà ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ïî

ïîäãðóïïå H, s = |G : H|. Îïåðåäåëèì ñíà÷àëà îòîáðàæåíèå ϕ′ ãðóïïû G â ìíîæåñòâî

Mn(C) ìàòðèö n× n íàä C, ãäå n � ñòåïåíü ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ, ïîëîæèâ

ϕ′(g) =

ϕ(g) ïðè g ∈ H,

On ïðè g ∈ G \H,
(2)

ãäå On � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ϕG ãðóïïû G â

Mns(C):

ϕG(g) =


...

· · · ϕ′(tigt
−1
j ) · · ·

...

 , (3)

ò.å. ϕG(g) åñòü ìàòðèöà ðàçìåðîâ ns × ns, ñîñòîÿùàÿ èç s2 áëîêîâ ñòåïåíè n òàêèõ, ÷òî

áëîê ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) ðàâåí ϕ′(tigt
−1
j ). Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé áëî÷íîé çàïèñè ìàòðè-

öû ϕG(g) â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå åå èìååòñÿ ðîâíî îäèí íåíóëåâîé áëîê.

Äåéñòâèòåëüíî, ϕ′(tigt
−1
j ) 6= On òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tig ∈ Htj.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.9. Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H êîíå÷íîé ãðóïïû G, ëþáîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ϕ ãðóïïû H è ëþáîé ñèñòåìû t1, ..., ts ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî

H îòîáðàæåíèå ϕG : g → (ϕ′(tigt
−1
j )), ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G. Êðîìå òîãî,

χϕ
G

(g)|H| =
∑
x∈G

χϕ
′
(xgx−1), χϕ

′
(g) =

χ
ϕ(y) ïðè y ∈ H,

0 ïðè y ∈ G \H,
(4)

ãäå χϕ
G

(g) � õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [2], òåîðåìà 14, ñòð. 71.

Îïðåäåëåíèå 1.2.10. Ïðåäñòàâëåíèå ϕG ãðóïïû G, îïðåäåëåííîå â ïðåäëîæåíèè 1.2.9,

íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì, èíäóöèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì ϕ.

Ïðåäñòàâëåíèå ϕG îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé t1, ..., ts ñìåæíûõ êëàññîâ

ïî ïîäãðóïïå H. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îíè

èìåþò îäèí è òîò æå õàðàêòåð (ñì. [2]).

Îïðåäåëåíèå 1.2.11. Î õàðàêòåðå χϕ
G
ïðåäñòàâëåíèÿ ϕG ãîâîðÿò, ÷òî îí èíäóöèðîâàí

õàðàêòåðîì χϕ.
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Îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðà χ ãðóïïû G íà åå ïîäãðóïïó H îáîçíà÷àåòñÿ χ|H .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.12 (çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà). Äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðîâ χ ãðóïïû

G è Θ åå ïîäãðóïïû H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

[
χ,ΘG

]
G

=
[
χ|H ,Θ

]
H
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [2], òåîðåìà 15, ñòð. 74.

1.2.4 Òåîðèÿ Êëèôôîðäà

Â äàííîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Êëèôôîðäà, èñïîëü-

çóåìûå â ðàáîòå.

Îïðåäåëåíèå 1.2.13. Ïóñòü H�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, χ � õàðàêòåð H. Ñî-

ïðÿæåííûì ê õàðàêòåðó χ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàåòñÿ õàðàêòåð χg : H → C,

îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì χg(h) = χ(ghg−1).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.14. ÏóñòüH�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG, ψ ∈ Irr(H), à χ ∈ Irr(G).

Òîãäà èç óñëîâèÿ [χH , ψ] = e 6= 0, ñëåäóåò, ÷òî

χH = e
l∑

i=1

ψi,

ãäå ψ1, . . . , ψl � õàðàêòåðû, ñîïðÿæåííûå ñ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cì. [28], ãëàâà 6. òåîðåìà 6.2

Îïðåäåëåíèå 1.2.15. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è χ �

õàðàêòåð H. Ïîäãðóïïà IG(χ), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ g ∈ G, äëÿ êîòîðûõ χg = χ íàçûâàåòñÿ

ïîäãðóïïîé èíåðöèè õàðàêòåðà χ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.16. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G ñ ðàçðå-

øèìîé ôàêòîðãðóïïîé G/H è ψ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð H. Òîãäà ψG =
∑s

i=1 eiχi, ãäå

χi ∈ Irr(G), ei äåëÿò |IG(ψ)/H|, χi|H = ei
∑l

j=1 ψj, ãäå ψj � ñîïðÿæåííûå õàðàêòåðû ê

õàðàêòåðó ψ = ψ1, l = |G : IG(ψ)| è
∑s

i=1 e
2
i = |IG(ψ) : H|. Åñëè χ ∈ Irr(G) è [χ|H , ψ] 6= 0,

òî χ = χi äëÿ íåêîòîðîãî i 6 s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ãëàâà 6.
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1.2.5 Õàðàêòåðû ãðóïï Ôðîáåíèóñà

Ïðåäëîæåíèå 1.2.17. Ïóñòü G ∼= KoH � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîìM è äîïîëíåíèåì

H. Òîãäà:

1. Åñëè ϕ � íåïðèâîäèìûé íåãëàâíûé õàðàêòåð ãðóïïû K, òî ϕG ∈ Irr(G) è IG(ϕ) = K.

2. Åñëè χ ∈ Irr(G) è K íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó χ, òî íàéäåòñÿ ϕ ∈ Irr(K) òàêîé, ÷òî

ϕG = χ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], òåîðåìà 6.34.

1.2.6 Õàðàêòåðû çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An

Îïðåäåëåíèå 1.2.18. Ðàçáèåíèåì öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë n = x1 + x2 + · · · + xk òàêèõ,

÷òî ãäå x1 > x2 > . . . > xk > 0.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåí òåêñò ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòåé íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï An, îòâå÷àþùèõ çàäàííîìó ðàçáèåíèþ ÷èñëà n è àññîöèèðî-

âàííîé ñ íèì òàáëèöå Þíãà (ñì. [25]). Òàáëèöà Þíãà ñîñòîèò èç k ñòðîê, òàêèõ, ÷òî â

êàæäîé i-é ñòðîêå íàõîäèòñÿ xi êëåòîê. C êàæäîé êëåòêîé ýòîé òàáëèöû ìîæíî ñâÿçàòü

÷èñëî (¾äëèíó êðþêà¿), ðàâíîå ÷èñëó êëåòîê íàõîäÿùèõñÿ â òîì æå ñòîëáöå è íèæå, à

òàêæå â òîé æå ñòðîêå è ïðàâåå äàííîé êëåòêè, ïëþñ îäèí:

-

?

s

Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöå Þíãà äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð èç n

÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèíàì êðþêîâ òàáëèöû.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.19. Ïóñòü èìååòñÿ òàáëèöà Þíãà, îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ

÷èñëà n, è h1, ..., hn � åå äëèíû êðþêîâ. Òîãäà õàðàêòåð χ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn,

îòâå÷àþùèé ýòîìó ðàçáèåíèþ, èìååò ñòåïåíü

χ(1) =
n!

h1 · ... · hn
.
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Îãðàíè÷åíèå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, îïðåäåëÿåìîãî

òàáëèöåé Þíãà, íà åå ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå An, áóäåò íåïðè-

âîäèìûì, åñëè òàáëèöà Þíãà íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñâîåé ãëàâíîé äèà-

ãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [4], Òåîðåìà 20.1.

Çíà÷åíèÿ χ0(1) íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïû An äëÿ n 6 23 ìîæíî íàéòè íà ïåðñîíàëüíîé ñòðàíèöå Íåéëà Ñëîýíà, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü A0609554. Òàì æå èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î êëàññîâîì ÷èñëå k(An), è ÷èñëå

ðàçáèåíèé p(n)5. Èíôîðìàöèþ î ÷èñëå ðàçáèåíèé p(n) òàêæå ìîæíî íàéòè â [13], c 53.

Ýòè æå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì äëÿ çíà÷èòåëüíî á�îëüøèõ n, ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìî-

ùüþ GAP, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè: NrConjugacyClasses() è NrPartitions().

Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíî íàïèñàííóþ ôóíêöèþ CharDegreesAn() äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An (ñì. ïðè-

ëîæåíèÿ).

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ p(n), k(An), χ0(1), äëÿ 5 6 n 6 12

L A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12

k(L) 5 7 9 14 18 24 31 43

p(n) 7 11 15 22 30 42 56 77

χ0(1) 5 10 35 70 216 567 2310 5775

1.2.7 Õàðàêòåðû ãðóïï L2(q) è PGL2(q)

Ïðèâåäåì òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû G = L2(q), q = 2n > 8. Ó ãðóïïû G èìååòñÿ

åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé õàðàêòåð � 1G. Êðîìå òîãî, åñòü õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà St ñòåïåíè

q. Ñåìåéñòâî õàðàêòåðîâ ϕi ñîñòîèò èç (q − 2)/2 õàðàêòåðîâ ñòåïåíè q + 1, à ñåìåéñòâî

õàðàêòåðîâ ζj, êàæäûé ñòåïåíè q − 1, ñîñòîèò èç q/2 õàðàêòåðîâ.

Ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèå: |uG| = q2−1, |(ar)G| = q(q+1),

ãäå r ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî q/2 − 1, |(bs)G| = q(q − 1), s ïðèíèìàåò öåëûå

4 https://oeis.org/A060955
5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A000702 è A000041
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çíà÷åíèÿ îò 1 äî q/2.

Òàáëèöà õàðàêòåðîâ âçÿòà èç [38]. Òàêæå ñì. [1], òàáëèöà 1, ñòð. 260.

Òàáëèöà 2. Òàáëèöà õàðàêòåðîâ L2(q), q = 2n > 8

1 u ar bs

1G 1 1 1 1

St q 0 1 −1

ϕi q + 1 1 αir + α−ir 0

ζj q − 1 −1 0 −βjs − β−js

ãäå α � êîðåíü ñòåïåíè q − 1 åäèíèöû, β � êîðåíü ñòåïåíè q + 1 èç åäèíèöû.

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû L2(q) äëÿ

íå÷åòíûõ q. Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåí ôðàãìåíò òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ∼= L2(q) äëÿ

q = 4k + 1. Ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ó ar ñëåäóþùèå: ïðè 1 6 r 6 k − 1

ðàçìåð |(ar)G| = q(q+1), à ðàçìåð êëàññà (ak)G ðàâåí q(q+1)/2. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà α ðàâåí

(q − 1)/2.

Òàáëèöà 3. Ôðàãìåíò òàáëèöû õàðàêòåðîâ L2(q), q = 4k + 1

1 u v ar bs

St q 0 0 1 −1

θ q + 1 1 1 αr + α−r 0

Â òàáëèöå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà õàðàêòåðà ãðóïïû L2(q) äëÿ q = 4k + 3. Ðàçìåðû

êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ó ar, 1 6 r 6 (q − 3)/4 = k ðàâíû |(ar)G| = q(q + 1).

Òàáëèöà 4. Ôðàãìåíò òàáëèöû õàðàêòåðîâ L2(q), q = 4k + 3

1 u v ar bs

St q 0 0 1 −1

θ q + 1 1 1 αr + α−r 0

Äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðèì òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ∼= PGL2(q). Åñëè q = 2n,

òî PGL2(q) ∼= L2(q), ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî q íå÷åòíî. Â òàáëèöå èìåþòñÿ äâà õàðàêòåðà

ñòåïåíè 1: ãëàâíûé õàðàêòåð 1G è õàðàêòåð Sgn. Êðîìå òîãî, åñòü õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà

St è õàðàêòåð SgnSt ñòåïåíè q. Ñåìåéñòâî õàðàêòåðîâ ϕi ñîñòîèò èç (q − 3)/2 õàðàêòåðîâ

ñòåïåíè q + 1, à ñåìåéñòâî õàðàêòåðîâ ζj, êàæäûé ñòåïåíè q − 1, ñîñòîèò èç (q − 1)/2

õàðàêòåðîâ.
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Ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ áóäóò òàêèìè:

|uG| = q2 − 1, |(ar)G| = q(q + 1), 1 6 r 6 (q − 3)/2, |(bs)G| = q(q − 1), 1 6 s 6 (q − 1)/2,

|(z−)G| = q(q + 1)/2, |(z+)G| = q(q − 1)/2.

Òàáëèöà 5. Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû PGL2(q), q� íå÷åòíîå

1 u ar z− bs z+

1G 1 1 1 1 1 1

Sgn 1 1 (−1)r (−1)(q−1)/2 (−1)s (−1)(q+1)/2

St q 0 1 1 −1 −1

SgnSt q 0 (−1)r (−1)(q−1)/2 (−1)s+1 (−1)(q−1)/2

ϕi q + 1 1 αir + α−ir 2(−1)i 0 0

ζj q − 1 −1 0 0 −βjs − β−js 2(−1)j+1

ãäå α � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè q− 1 åäèíèöû, β � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè

q + 1 èç åäèíèöû. Èíôîðìàöèÿ î õàðàêòåðàõ âçÿòà èç [19].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.20. Åñëè γ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû PGL2(q), èíäóöèðîâàííûé àâòî-

ìîðôèçìîì ïîëÿ Fq è q 6∈ {4, 5, 9}, òî γ èìååò òî÷íóþ îðáèòó íà ìíîæåñòâå õàðàêòåðîâ

ãðóïïû L = L2(q), èìåþùèõ ñòåïåíü q + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñì. [6]

1.2.8 Êðàòíîñòè â ðàçëîæåíèÿõ êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï

L3(q) è U3(q)

Íåîáõîäèìàÿ íàì èíôîðìàöèÿ î õàðàêòåðàõ χst, χr2s ãðóïïû L3(q) âû÷èñëåíà ïî òàá-

ëèöå õàðàêòåðîâ èç [39]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ci � ñåìåéñòâî

êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, |Ci| � ðàçìåð êàæäîãî èç êëàññîâ, à N(Ci) � êîëè÷åñòâî

êëàññîâ â ñåìåéñòâå Ci.

Òàáëèöà 6. Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðîâ χst, χr2s ãðóïïû L3(q)

C1 C2 C
(l)
3 C

(k)
4 C

(k)
5 C ′6 C

(k,l,m)
6 C

(k)
7 C

(k)
8

|Ci| 1 rst qr′rst q2t q2rst q3st q3st q3rt q3r2s

χst st q + s 1 B A C D 0 0

χr2s r2s −r 1 0 0 0 0 0 Eu,k

N(Ci) 1 1 d r′ − 1 r′ − 1 1− d′ t′′ − r′′ 3t′′ − r′′ − d′ 2t′′
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Â òàáëèöå áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r = q − 1, s = q + 1, t = q2 + q + 1, d = (3, r), r′ = r/d, s′ = s/d, t′ = t/d, d′ = (3 − d)/2,

t′′ = (t′ − 1)/6, A = ε−3uk + ε−3vk + ε−3wk, B = sA, C = 3A, D =
∑

[u,v,w] ε
uk+lv+mw, εr = 1,

Eu,k = γuk + γquk + γq
2wk, γdt = 1.

Ëåììà 1.2.21. Ïóñòü χst, χr2s � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû L3(q) ñòåïåíåé

(q + 1)(q2 + q + 1) è (q − 1)2(q + 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà [χ2
st, χr2s] = d(q + 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: [χ2
st, χr2s]:

[χ2
st, χr2s] =

1

|G|

(
s2t2r2s− (q + s)2r2st+ qr′rstd

)
=

r2st

q3r′rst

(
s2t− (q + s)2 + q

)
=

=
d

q3

(
s2t− q2 − 2qs− s2 + q

)
=

d

q3

(
s2(t− 1)− q2 + q(1− 2s)

)
=

=
d

q2

(
s2(q + 1)− 2s+ 1

)
=

d

q2

(
q(s2 − 1) + (s− 1)2

)
= d(s+ 2) = d(q + 3).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðîâ χrt è χr2s äëÿ ãðóïï U3(q). Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäî-

áÿòñÿ ãðóïïû U3(q) ãäå q = p2 > 2. Êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

d = (q+1, 3) â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí 1. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî p ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê

0, 1 èëè 2, òîãäà p2 + 1 äàåò â îñòàòêå 1, 2 èëè 2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó p2 + 1 íå äåëèòñÿ

íà 3.

Âû÷èñëèì ïî òàáëèöå õàðàêòåðîâ èç [39]:

r = r′ = q + 1, s = s′ = q − 1, t = t′ = q2 − q + 1, d′ = 1, r′′ = 0, t′′ = q(q − 1)/6 = qs/6,

r′− 1 = q, 1− d′ = 0, 3t′′− r′′− d′ = (q− 2)r/2. Òàáëèöà çíà÷åíèé õàðàêòåðîâ χrt, χr2s áóäåò

âûãëÿäåòü òàê:

Òàáëèöà 7. Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðîâ χrt, χr2s ãðóïïû U3(q), q = p2 > 2

C1 C2 C
(l)
3 C

(k)
4 C

(k)
5 C ′6 C

(k,l,m)
6 C

(k)
7 C

(k)
8

|Ci| 1 rst qr2st q2t q2rst q3st q3st q3rt q3r2s

χrt rt 1 1 b a 0 0 b 0

χr2s r2s −r −1 0 0 0 0 0 E ′u,k

N(Ci) 1 1 1 q q 0 qs/6 (q − 2)r/2 qs/3

ãäå a = ε3uk, b = −rA, E ′u,k = −Eu,k, ηrs = 1.
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Ëåììà 1.2.22. Ïóñòü χrt, χr2s íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû U3(q), q = p2 > 2, ñòå-

ïåíåé q3 + 1 è (q + 1)2(q − 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà [χ2
r2s, χrt] = q + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

[χ2
r2s, χrt] =

1

|G|

(
r4s2rt+ r2rst+ qr2st

)
=
r2st

|G|

(
r3s+ r + q

)
=

=
1

q3

(
r(q3 + q2 − q) + q

)
=

1

q2

(
r(q2 + q − 1) + 1

)
=

1

q2

(
q3 + 2q2

)
= q + 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

1.3 Ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû ëèåâà òèïà

Äëÿ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ëèåâà òèïà íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé õà-

ðàêòåðà StL, îöåíêà ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ k(L) è ïîðÿäîê |Out(L)|. Áîëü-

øèíñòâî ðåçóëüòàòîâ âçÿòû èç [27], ñòð. 491, è [23]. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàëàñü

ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP.
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Òàáëèöà 8. Çíà÷åíèÿ StL(1), k(L), |Out(L)| äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï L
L StL(1) k(L) |Out(L)|

Ln(q) qn(n−1)/2 6 (6q)n−1 2(q − 1, n) logp q

L2(q) q
q + 1, n− ÷åòíîå

(q + 5)/2, n− íå÷åòíîå
(2, q − 1) logp q

Un(q) ∼= 2Ln(q) qn(n−1)/2 6 (6q)n−1 2(q + 1, n) logp q

Bn(q), n > 2 qn
2

6 (6q)n (2, q − 1) logp q

B2(2
k) 24k 6 (6 · 2k)2 2k

Cn(q), n > 2 qn
2

6 (6q)n (2, q − 1) logp q

Dn(q), n > 3 qn(n−1) 6 (6q)n−1
2(4, qn − 1) logp q, n > 5

6(4, qn − 1) logp q, n = 4

D4(2) 212 53 6

2D4(2) 212 39 2

G2(q) q6 6 (6q)2
2 logp q, p = 3

logp q, p 6= 3

G2(3) 36 23 2

F4(q) q24 6 (6q)4 (2, p) logp q

E6(q) q36 6 (6q)6 2(3, q − 1) logp q

E7(q) q63 6 (6q)7 (2, q − 1) logp q

E8(q) q120 6 (6q)8 logp q

2B2(q), q = 22k+1 q2 q + 3 2k + 1

2Dn(q), n > 3 qn(n−1) 6 (6q)n−1 2(4, qn + 1) logp q

2G2(q), q = 32k+1 q3 q + 8 2k + 1

2F4(q), q = 22k+1 q12 q2 + 4q + 17 2k + 1

2E6(q) q36 6 (6q)6 2(3, q + 1) logp q

2F4(2)′ 211 22 2

3D4(q), q > 2 q12 q4 + q3 + q2 + q + 6 3 logp q

3D4(2) 212 35 3

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòåïåíè õàðàêòåðà

StL, êëàññîâîì ÷èñëå è ïîðÿäêå Out(L) äëÿ ãðóïï Ln(q), Un(q), Bn(q) è Cn(q) â íåêîòîðûõ

êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòè çíà÷åíèÿ òàêæå ïîëó÷åíû èç [23] è ñ ïîìîùüþ GAP.
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Òàáëèöà 9. Çíà÷åíèÿ k(L), St(1), |Out(L)| äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Ln(q)

L L3(2) L3(3) L3(4) L3(5) L3(7) L3(8) L3(9)

k(L) 6 12 10 30 22 72 90

St(1) 8 27 64 125 343 512 729

|Out(L)| 2 2 12 2 6 6 4

L L3(11) L3(13) L3(16) L3(17) L3(19) L3(25) L3(32)

k(L) 132 64 94 306 130 220 1056

St(1) 1331 2197 4096 4913 6859 15625 32768

|Out(L)| 2 6 24 2 6 12 10

L L3(64) L4(2) L4(3) L4(4) L4(5) L5(2) L7(2)

k(L) 1390 14 29 84 49 27 117

St(1) 262144 64 729 4096 15625 1024 221

|Out(L)| 36 2 4 4 8 2 2

Òàáëèöà 10. Çíà÷åíèÿ k(L), St(1), |Out(L)| äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Un(q)

L U3(3) U3(4) U3(5) U3(7) U3(8) U3(9) U3(11) U3(16)

k(L) 14 22 14 58 28 92 48 274

St(1) 27 64 125 343 512 729 1331 4096

|Out(L)| 2 4 6 2 18 4 6 8

L U3(17) U3(23) U3(32) U3(128) U4(2) U4(3) U5(2) U7(2)

k(L) 106 188 356 5508 20 20 47 239

St(1) 4913 12167 32768 221 64 729 1024 221

|Out(L)| 6 6 30 42 2 8 4 2

Òàáëèöà 11. Çíà÷åíèÿ St(1), k(L), |Out(L)| äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Bn(q), Cn(q)

L B2(2)′ B2(3) B2(4) B2(5) B2(7) B2(8) B2(9)

k(L) 7 20 27 34 52 83 74

St(1) 9 81 256 625 2401 4096 6561

|Out(L)| 2 2 4 2 2 6 4

L B2(11) B2(13) B2(16) B3(2) B3(3) C3(3) B4(2)

k(L) 100 130 291 30 98 74 81

St(1) 14641 28561 65536 512 19683 19683 65536

|Out(L)| 2 2 8 1 2 2 1
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Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ (íåêîòîðûå ïðèáëèæåííî) ïîðÿäêà, êëàñ-

ñîâîãî ÷èñëà è ïîðÿäêà ãðóïïû âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï.

Òàáëèöà 12. Çíà÷åíèÿ |G|, k(G), |Out(G)| äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï
Ãðóïïà G |G| k(G) |Out(G)|

Ìàòüå M11 7920 10 1

Ìàòüå M12 95040 15 2

Ìàòüå M22 443520 12 2

Ìàòüå M23 10200960 17 1

Ìàòüå M24 244823040 26 1

ßíêî J1 175560 15 1

ßíêî J2 604800 21 2

ßíêî J3 50232960 21 2

ßíêî J4 86775571046077562880 62 1

Êîíâåÿ Co1 4157776806543360000 101 1

Êîíâåÿ Co2 42305421312000 60 1

Êîíâåÿ Co3 495766656000 42 1

Ôèøåðà Fi22 64561751654400 65 2

Ôèøåðà Fi23 4089470473293004800 98 1

Ôèøåðà Fi′24 1255205709190661721292800 108 2

Ñóäçóêè Suz 448345497600 43 2

Õåëüäà He 4030387200 33 2

Õèãìåíà-Ñèìñà HS 44352000 24 2

Ìàêëàôëèíà McL 898128000 24 2

Õàðàäû-Íîðòîíà HN 273030912000000 54 2

Òîìïñîíà Th 90745943887872000 48 1

Áýáè-ìîíñòð B ≈ 4, 15478 · 1033 184 1

Ìîíñòð M ≈ 8, 08017 · 1053 194 1

Î'Íýíà O′N 460815505920 30 2

Ðóäâàëèñà Ru 145926144000 36 1

Ëàéåíñà Ly 51765179004000000 53 1
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1.4 Îöåíêè êëàññîâîãî ÷èñëà

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ëèåâà òèïà íàä

ïîëåì F = Fq, èìåþùàÿ íåñêðó÷åííûé ðàíã l. Òîãäà k(G) 6 (6q)l. Åñëè k(G) > |G|p, ãäå p

� õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F , òîG èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q) äëÿ ÷åòíîãî q, ïðè÷åì k(G) = q+1,

ëèáî L2(5) (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå k(G) = 5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [32], Òåîðåìà 1, Ëåììà 2.1 è Òåîðåìà 2.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ Ln(q)

èëè Un(q), ãäå n 6 6. Òîãäà k(G) 6 2qn−1, èñêëþ÷àÿ ãðóïïû G = U4(2) (k(G) = 20) è

G = U5(2) (k(G) = 47).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [6]. Ëåììà 3

Ïðåäëîæåíèå 1.4.3. Äëÿ n > 12 âåðíî íåðàâåíñòâî k(Sn) < (2 ·
√

3)−1/2 · (3/2)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. [36] Ëåììà 3.2.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.4. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sm. Òîãäà

a) k(G) 6 3(m−1)/2, åñëè m > 2

b) k(G) 6 5m/4 < (3/2)m, åñëè m 6 12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cì. [36] òåîðåìà 1.1, ëåììà 3.1

Ïðåäëîæåíèå 1.4.5. Ïóñòü G � ãðóïïà è H � åå ïîäãðóïïà. Òîãäà

k(H)/|G : H| 6 k(G) 6 |G : H|k(H).

Åñëè H íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, òî k(G) 6 k(H)k(G/H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Cì. [26]

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîé ãðóïïû T ïàðàìåòð k0(T ) êàê íàèáîëüøåå èç

÷èñåë êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ åå ïîäãðóïï, âêëþ÷àÿ è T .

Äëÿ ñëó÷àÿ àáåëåâîé ãðóïïû T ÷èñëî k0(T ) = k(T ) = |T |. Â áîëüøèíñòâå ïîñëåäóþ-

ùèõ ïðèìåíåíèé k0(T ) íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò k(T ), à ÷àùå âñåãî áóäåò îöåíêîé

ñâåðõó äëÿ k(T ). Óäîáñòâî ýòîãî ïàðàìåòðà ñîñòîèò â åãî èíäóêòèâíîñòè: åñëè Y � ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû X, òî k0(Y ) 6 k0(X). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5, åñëè

Y � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà X, òî k0(X) 6 k0(Y )k0(X/Y ).



1.5. Ñâîéñòâà SMm-ãðóïï 31

Ïðåäëîæåíèå 1.4.7. Ïóñòü K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû X è ïóñòü

k0(X/K) 6 r. Ïóñòü ψ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð K. Òîãäà ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ õàðàê-

òåðîâ X, ëåæàùèõ íàä (ñîïðÿæåííûì ñ) ψ (ò.å. òàêèìè χ ∈ Irr(X), ÷òî [χ|K , ψ] 6= 0), íå

ïðåâîñõîäèò k0(IX(ψ)/K). Â ÷àñòíîñòè, íå áîëüøå r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [30], óòâåðæäåíèå (A′2).

1.5 Ñâîéñòâà SMm-ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ SMm-ãðóïïîé, åñëè òåíçîðíûé êâàä-

ðàò ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû G ñ êðàòíîñòÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè m. Íàèáîëüøàÿ êðàòíîñòü ñðåäè

âñåõ òàêèõ ðàçëîæåíèé íàçûâàåòñÿ SM-õàðàêòåðèñòèêîé mχ(G) ãðóïïû G.

Èç îïðåäåëåíèÿ SMm-ãðóïïûG ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ñòåïåíè íåïðè-

âîäèìûõ õàðàêòåðîâ, ïîðÿäîê è êëàññîâîå ÷èñëî ãðóïïû G. Ýòè ñâîéñòâà îêàçûâàþòñÿ

î÷åíü ïîëåçíûìè ïðè îòñåâå ãðóïï íå ÿâëÿþùèìèñÿ SM2-ãðóïïàìè, è ïîçâîëÿþò ïîëó-

÷èòü íèæíèå îöåíêè SM-õàðàêòåðèñòèêè.

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàê-

òåðà χ ãðóïïû G âåðíî íåðàâåíñòâî χ(1) 6 mk(G), ãäå k(G) � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåí-

íûõ ýëåìåíòîâ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèG� êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà, òî òåíçîðíûé êâàäðàò ëþáîãî åå íåïðè-

âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé G, ñ êðàò-

íîñòÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè m. Â ÷àñòíîñòè, åñëè χ0 � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð íàèáîëü-

øåé ñòåïåíè, òî χ2
0 =

∑k(G)
i=1 miχi, ãäå 0 6 mi 6 m. Òîãäà

χ0(1)2 =

k(G)∑
i=1

miχi(1) 6 m

k(G)∑
i=1

χi(1) 6 m

k(G)∑
i=1

χ0(1) = mk(G)χ0(1)

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî χ0(1) 6 mk(G), ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 1.5.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà |G| 6 m2k(G)3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ãðóïïå G âûáåðåì õàðàêòåð χ0 íàèáîëüøåé ñòåïåíè. Èñïîëüçóÿ äîêà-

çàííîå â ëåììå 1.5.2 íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

|G| =
k(G)∑
i=1

χ2
i (1) 6

k(G)∑
i=1

χ2
0(1) 6

k(G)∑
i=1

(mk(G))2 = m2k(G)3

Ëåììà äîêàçàíà

Ëåììà 1.5.4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ:

χ2(1) 6 m
√
|G|k(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ χ2 =
∑k(G)

i=1 miχi, ãäå 0 6 mi 6 m. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì:

χ2(1) 6 m

k(G)∑
i=1

χi(1) 6 m

√√√√k(G)∑
i=1

χ2
i (1)

k(G)∑
i=1

1 = m
√
|G|k(G).

Ëåììà äîêàçàíà

Ëåììà 1.5.5. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà ñòåïåíü ëþáîãî åå íåïðèâî-

äèìîãî õàðàêòåðà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó χ(1) 6 mk(G)−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ0 ãðóïïû G íàèáîëüøåé ñòåïåíè.

Åñëè a � êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G, èìåþùèõ òàêóþ æå ñòåïåíü,

÷òî è χ0, òî ìîæíî çàïèñàòü:

χ0(1)2 6 m

k(G)∑
i=1

χi(1) 6 maχ0(1) +m(k(G)− a− 1)(χ0(1)− 1) +m,

ãäå k(G)− a− 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G, ñòåïåíè êîòîðûõ

îòëè÷íû îò χ0(1) è åäèíèöû. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.6, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé íåïðè-

âîäèìûõ õàðàêòåðîâ íåðàçðåøèìîé ãðóïïû íå ìåíüøå 3. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî k(G)− a− 1 > 0. Äàëåå,

maχ0(1) +m(k(G)− a− 1)(χ0(1)− 1) +m =

= mk(G)χ0(1)−mk(G)−ma−mχ0(1) +m+m,
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îòêóäà

χ0(1)2 6 χ0(1)(mk(G)−m) +m(1− (k(G) + a− 1))

èëè

χ0(1)(χ0(1)−mk(G) +m) 6 m(1− (k(G)− a− 1)).

Ïîñêîëüêó χ0(1),m > 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ìåíüøå èëè ðàâíà 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

χ0(1)−mk(G) +m 6 0 èëè χ0(1) 6 mk(G)−m = m(k(G)− 1). Ëåììà äîêàçàíà

Ëåììà 1.5.6. Ïóñòü G ∼= G1×G2×· · ·×Gn, ãäå Gi � SMmi-ãðóïïà. Òîãäà G� SMm-ãðóïïà,

ãäå m = m1m2 . . .mn. Áîëåå òîãî, mχ(G) = mχ(G1)mχ(G2) . . .mχ(Gn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.5 è ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ õàðàêòåðîâ.

Ëåììà 1.5.7. Ïóñòü G � SMm-ãðóïïà è H � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà ôàêòîð-

ãðóïïà G/H òàêæå ÿâëÿåòñÿ SMm-ãðóïïîé.

Ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà ñëóæàò îñíîâíûì ñïîñîáîì îòñåâà ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ SMm-

ãðóïïàìè. Íàïðèìåð, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ëåììû 1.5.2, ìû ìîæåì îöåíèòü ñíèçó îò-

íîøåíèå χ0(1)/k(G) > r. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áóäåò ïîêàçûâàòü, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ SMr-

ãðóïïîé. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû áûëî âûäåëèòü SM2-ãðóïïû èç

ñïèñêà íåðàçðåøèìûõ, íî, òåì íå ìåíåå, ýòîò ñïîñîá ïîäõîäèò è äëÿ îñòàëüíûõ SMm-ãðóïï.

1.6 Èçâåñòíûå SMm-ãðóïïû

Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé SM-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåêî-

òîðûõ ïðîñòûõ è ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ñëóæèëà ôóíêöèÿ SM,

íàïèñàííàÿ â GAP (ñì. ïðèëîæåíèÿ).

Â êàæäîé ãðóïïå G âûáèðàëàñü ïàðà íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ χi, χj ∈ Irr(G), è

íàõîäèëîñü, ñ êàêîé êðàòíîñòüþ mi,j õàðàêòåð χj âõîäèò â ðàçëîæåíèå χ2
i . Íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå m ñðåäè mi,j ðàâíî, ïî îïðåäåëåíèþ, SM-õàðàêòåðèñòèêå mχ(G) ãðóïïû G.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ ðàññìîòðííûõ ãðóïï çíà÷åíèåmi,j áóäåò íàèáîëüøèì,

êîãäà i = j, à χi � õàðàêòåð ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè. Â òàáëèöå 13 ïðèâîäÿòñÿ ðàññìîòðåí-

íûå ãðóïïû, óêàçàíî ÷èñëî mχ(G), à òàêæå ñòåïåíü õàðàêòåðà χ(1) = maxχi(1).
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Òàáëèöà 13. Çíà÷åíèÿ m,χ(1) äëÿ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï

G mχ(G) χ(1) G mχ(G) χ(1) G mχ(G) χ(1)

L3(3) 11 39 Aut(L3(3)) 12 52 M10 5 16

L3(5) 20 186 Aut(L3(5)) 39 310 PΓL2(9) 4 20

L3(7) 54 456 PGL3(7) 25 456 Aut(L3(7)) 70 912

L4(2) 16 70 Aut(L4(2)) 17 90 S6 5 16

L5(2) 189 240 Aut(L5(2)) 321 1860 A7 17 35

U3(3) 5 32 PΓU3(3) 20 64 A9 55 216

U3(7) 10 384 Aut(U3(7)) 40 768 A10 99 567

U3(8) 33 567 Aut(U3(8)) 131 1134 A11 613 2310

U4(2) 21 81 PΓU4(2) 14 90 S7 7 35

U5(2) 125 1215 Aut(U5(2)) 497 2430 S9 28 216

2B2(8) 24 91 2B2(8)oC3 86 195 S10 117 768

2B2(32) 63 1271 2B2(32)oC5 1560 6355 S11 312 2310

B2(4) 41 340 B2(5) 101 780 B3(2) 91 512

Òàáëèöà 14. Çíà÷åíèÿ mχ(G), χ(1) ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï

ñ öîêîëåì L3(4), L3(8), U3(4), U3(5)

G mχ(G) χ(1) G mχ(G) χ(1) G mχ(G) χ(1)

L3(4) 13 64 L3(4)oC21 49 126 L3(8) 23 657

PΣL3(4) 49 126 L3(4)oC23 17 90 L3(8).C2 76 1314

PGL3(4) 22 39 L3(4)o22 25 126 L3(8).C3 170 1971

PΓL3(4) 18 128 L3(4)oD12 65 252 L3(8).6 437 3504

L3(4)oC6 17 126 L3(4)oC3oC2 17 128 PΣU3(5) 91 288

U3(4) 7 75 U3(4) o 2 26 150 PΓU3(5) 32 288

U3(5) 23 144 PGU3(5) 8 144

Êðîìå òîãî, òî÷íîå çíà÷åíèå mχ(G) áûëî âû÷èñëåíî äëÿ êàæäîé èç ñïîðàäè÷åñêèõ

ïðîñòûõ ãðóïï è èõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå

15.

Äëÿ áîëüøèíñòâà ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï SM-õàðàêòåðèñòèêà äîñòàòî÷íî âåëèêà, â

ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ãðóïïàì Áýáè Ìîíñòð B è Ìîíñòð M . Ïðè ðàáîòå ñ

õàðàêòåðàìè ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ãëàâíûì îáðàçîì

èç-çà áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ýòèõ ãðóïï. Çäåñü ñóùåñòâåííî óïðîñòèë çàäà÷ó ïàêåò AtlasRep

â GAP, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ òàáëèöû õàðàêòåðîâ ðÿäà êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè



1.6. Èçâåñòíûå SMm-ãðóïïû 35

òàáëèöû äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï. Íåîáõîäèìûé ñèíòàêñèñ êîìàíä äëÿ ðàáîòû ñ ýòèì

ïàêåòîì ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè.

Òàáëèöà 15. Çíà÷åíèÿ mχ(G) äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï

G mχ(G) G mχ(G) G mχ(G)

M11 21 Fi22 314914 Aut(M12) 28

M12 56 Fi23 42665245 Aut(M22) 193

M22 128 Fi′24 30229634167 Aut(J2) 75

M23 813 Ly 6916215 Aut(J3) 576

M24 4576 Suz 34364 Aut(Fi22) 157588

J1 52 J4 328524821 Aut(Fi′24) 27596421160

J2 64 Co1 40380308 Aut(Suz) 17199

J3 579 Co2 217302 Aut(He) 1551

He 3102 HN 743301 Aut(HS) 371

HS 737 Th 76031447 Aut(McL) 5004

McL 1251 O′N 27808 Aut(HN) 371658

Co3 33436 Ru 11482 Aut(O′N) 13904

mχ(B) = 1090623755084670

mχ(M) = 21458051228477513179513856
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2 Êðàòíîñòè â ðàçëîæåíèè êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì L2(q)

2.1 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü α, β � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíåé q − 1 è q + 1 èç 1.

1) Åñëè q íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ íå÷åòíîãî j èìååì

S =

(q−3)/2∑
r=1

(αjr + α−jr) = T =

(q−1)/2∑
s=1

(βjs + β−js) = 0.

Åñëè j ÷åòíîå, òî S = T = −2.

2) Åñëè q = 2t, òî

S =

q/2−1∑
r=1

(αir + α−ir) = T =

q/2∑
r=1

(βjr + β−jr) = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q íå÷åòíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó j-õ

ñòåïåíåé âñåõ êîðíåé (q − 1)-é ñòåïåíè èç åäèíèöû,çà èñêëþ÷åíèåì 1j è (−1)j. Òàê êàê

ñóììà j-õ ñòåïåíåé âñåõ êîðíåé (q−1)-é ñòåïåíè èç åäèíèöû ðàâíà íóëþ ïðè 1 6 j < q−1,

òî îòñþäà ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå ëåììû.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ çàêëþ÷åíèå è äëÿ ÷åòíîãî q.

2.2 Ãðóïïû L2(q)

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü G ∼= L2(q), q = 2n > 4. Òîãäà mχ(G) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà L2(2) èçîìîðôíà cèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3, êîòîðàÿ ðàçðåøè-

ìà. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî S3 � ASR-ãðóïïà.

Ïðè q = 4 ãðóïïà L2(q) èçîìîðôíà çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A5. Ýòà, ãðóïïà, êàê

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q > 8. Îáðàòèìñÿ ê òàáëèöå 2. Â òàáëèöå ïðèñóòñòâóþò åäè-

íè÷íûé õàðàêòåð, õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà, è äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðîâ ϕi (1 6 i 6 q/2− 1)

ñòåïåíè q + 1 è ζj (1 6 j 6 q/2) ñòåïåíè q − 1. Çíàÿ, ÷òî
q/2−1∑
r=1

(αir + α−ir) = −1, à

q/2∑
s=1

(−βjs − β−js) = 1, íàéäåì íåîáõîäèìûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî
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èñïîëüçîâàíèÿ, âû÷èñëèì ñóììû:

s2 =

q/2−1∑
r=1

(αir + α−ir)2 =

q/2−1∑
r=1

(α2ir + α−2ir) + 2

q/2−1∑
r=1

1 = q − 3

t2 =

q/2∑
s=1

(−βjs − β−js)2 =

q/2∑
s=1

(β2js + β−2js) + 2

q/2∑
s=1

1 = q − 1

Òîãäà

[St2, St] =
q3 + q(q + 1)(q/2− 1)− q(q − 1)q/2

q(q2 − 1)
=
q2 +

q2

2
− q

2
− 1− q2

2
+
q

2
q2 − 1

= 1

[St2, ϕi] =
(q + 1)q2 − q(q + 1)

q(q2 − 1)
= 1

[St2, ζj] =
(q − 1)q2 + q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1

Êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ ãëàâíîãî õàðàêòåðà â ðàçëîæåíèå St2 îïðåäåëèì èç ðàâåíñòâà:

St2(1) = St(1) +

(q−2)/2∑
i=1

ϕi(1) +

q/2∑
j=1

ζj(1) + t1G(1)

èëè

q2 = q +
q − 2

2
(q + 1) +

q

2
(q − 1) + t.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî t = 1.

Äàëåå,

[ϕ2
i , 1G] =

(q + 1)2 + q2 − 1 + q(q + 1)s2

q(q2 − 1)
=
q + 1 + q − 1 + q2 − 3q

q(q − 1)
= 1

[ϕ2
i , St] =

(q + 1)2q + q(q + 1)s2

q(q2 − 1)
=
q + 1 + q − 3

q − 1
= 2

[ϕ2
i , ζj] =

(q + 1)2(q − 1)− (q2 − 1)

q(q2 − 1)
=
q + 1− 1

q
= 1

[ζ2j , 1G] =
(q − 1)2 + q2 − 1 + q(q − 1)t2

q(q2 − 1)
=
q − 1 + q + 1 + q2 − q

q(q + 1)
= 1

[ζ2j , St] =
(q − 1)2q − q(q − 1)t2

q(q2 − 1)
=
q − 1− (q − 1)

q + 1
= 0

[ζ2j , ϕi] =
(q − 1)2(q + 1) + (q2 − 1)

q(q2 − 1)
=
q − 1 + 1

q
= 1
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü åùå äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ: [ϕ2
i , ϕk] è [ζ2j , ζl].

[ϕ2
i , ϕk] =

(q + 1)3 + (q2 − 1) + q(q + 1)s′3

q(q2 − 1)
=

(q + 1)2 + q − 1 + qs′3

q(q − 1)
=
q + 3 + s′3

q − 1
,

ãäå s′3 =
q/2−1∑
r=1

(αir + α−ir)2(αkr + α−kr) =
q/2−1∑
r=1

(α2ir + 2 + α−2ir)(αkr + α−kr) =

=
q/2−1∑
r=1

(α(2i+k)r + α(2i−k)r + α−(2i−k)r + α−(2i+k)r) + 2
q/2−1∑
r=1

(αkr + α−kr).

Åñëè 2i = k â Fq, òî s′3 =
q/2−1∑
r=1

2 +
q/2−1∑
r=1

(α(2i+k)r + α−(2i+k)r)− 2 = q − 5.

Òî æå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ è â ñëó÷àå 2i = −k â Fq.

Òîãäà [ϕ2
i , ϕk] = (q + 3 + q − 5)/(q − 1) = 2.

Åñëè æå 2i 6= ±k â Fq, òî s′3 = −4, è â ýòîì ñëó÷àå [ϕ2
i , ϕk] = (q + 3− 4)/(q − 1) = 1.

Êîëè÷åñòâî õàðàêòåðîâ ϕk, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ϕ2
i ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñîîò-

íîøåíèÿ:

(q + 1)2 = 2q + 2s(q + 1) + t(q + 1) +
q

2
(q − 1) + 1,

ãäå s è t � ÷èñëà, ðàâíûå êîëè÷åñòâó õàðàêòåðîâ ϕk, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ϕ2
i ñ êðàò-

íîñòÿìè 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s+ t =
q − 2

2
, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

(q + 1)2 = 2q + (q − 2− 2t)(q + 1) + t(q + 1) +
q

2
(q − 1) + 1

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðîãî, ïîëó÷àåì:

q2 = (q − 2− t)(q + 1) +
q

2
(q − 1)

èëè:
q2

2
= qt+

3q

2
+ 2 + t.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü t = Aq +B. Òîãäà:

q2

2
= (Aq +B)q +

3q

2
+ 2 + Aq + b = Aq2 + (A+B +

3

2
)q + (B + 2).

Îòñþäà ëåãêî íàõîäÿòñÿ A =
1

2
è B = −2. Òàêèì îáðàçîì, t =

q

2
− 2 è s = 1.

Òåïåðü âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [ζ2j , ζl]:

[ζ2j , ζl] =
(q − 1)3 − (q2 − 1) + q(q − 1)t′3

q(q2 − 1)
=

(q − 1)2 − (q + 1) + qt′3

q(q + 1)
=
q − 3 + t′3

q + 1
, ãäå

t′3 =
q/2∑
s=1

(−βjs − β−js)2(−βls − β−ls) =
q/2∑
s=1

(β2js + 2 + β−2js)(−βls − β−ls) =

=
q/2∑
s=1

(−β(2j+l)s − β(2j+l)s − β−(2j−l)s − β−(2j+l)s) + 2
q/2∑
s=1

(−βls − β−ls).
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì t′3 = 3− q ïðè 2j = ±l â Fq, ÷òî äàåò

[ζ2j , ζl] = (q − 3 + 3− q)/(q + 1) = 0.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ t′3 = 4, è [ζ2j , ζl] = (q − 3 + 4)/(q + 1) = 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà õàðàêòåðîâ ζl, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ζ2j ñ êðàòíîñòÿìè

0 è 1, ïîñòóïèì êàê è ðàíåå. Èç ðàâåíñòâà

(q − 1)2 =
q − 2

2
(q + 1) + t(q − 1) + 1

ìû ïîëó÷àåì
q2

2
− 3

2
q + 1 = tq − t.

Ïðåäñòàâèâ t = Aq +B, ìû ïîëó÷àåì

q2

2
− 3

2
q + 1 = Aq2 + (B − A)q −B,

îòêóäà ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷òî t =
q

2
−1. Ïîýòîìó, õàðàêòåð ζl, âõîäÿùèé â ζ2j ñ êðàòíîñòüþ

0 áóäåò âñåãî îäèí, à îñòàâøèõñÿ áóäåò
q

2
− 1.

Âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðèìåð äëÿ ïàðû õà-

ðàêòåðîâ ϕ2
i è St, áóäåò ðàâíî 2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøàÿ êðàòíîñòü áóäåò ðàâíà 2, ÷òî

è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 2.2.2. Ãðóïïà L2(q), äëÿ íå÷åòíûõ q > 5 íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî L2(3) è L2(5) � SM2-ãðóïïû. Ñóùåñòâóåò èçî-

ìîðôèçì L2(3) â çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó A4, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà è mχ(A4) = 2.

Äàëåå, â ñèëó èçîìîðôèçìà L2(5) ∼= L2(4), SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(L2(5)) = 2.

Ïóñòü òåïåðü q > 5. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íå÷åòíûõ q ïîðÿäîê ãðóïïû L2(q) ðàâåí

q(q2−1)/2. Ïóñòü G = L2(q) äëÿ q = 4k+1. Îáðàòèâøèñü ê òàáëèöå 3, âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå

[θ2, St] =
(q + 1)2q + sq(q + 1) + tq(q + 1)/2

q(q2 − 1)/2
=

2(q + 1)2q + (2s+ t)q(q + 1)

q(q2 − 1)
,

ãäå s =
k−1∑
r=1

(αr + α−r)2, à t = (αk + α−k)2 = 4.

Âû÷èñëèì s =
k−1∑
r=1

(αr + α−r)2 =
k−1∑
r=1

(α2r + α−2r) +
k−1∑
r=1

2 =
k−1∑
r=1

α2r +
k−1∑
r=1

α−2r + 2k − 2,

äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîðÿäîê α ðàâåí (q− 1)/2 = k, ïîëó÷àåì, ÷òî s = 2k− 4 = (q− 9)/2,

îòêóäà 2s+ t = q − 5. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå s â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:
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[θ2, St] =
2(q + 1)2q + q(q + 1)(q − 5)

q(q2 − 1)
=
q(q + 1)(2q + 2 + q − 5)

q(q2 − 1)
= 3

Åñëè G = L2(q) äëÿ q = 4k+3, òî, ðàññìîòðåâ ïàðó õàðàêòåðîâ èç òàáëèöû 4, ìîæíî

ïîñ÷èòàòü èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

[θ2, St] =
(q + 1)2q + sq(q + 1)

q(q2 − 1)/2
=

2(q + 1)2q + 2sq(q + 1)

q(q2 − 1)
,

ãäå s =
k∑
r=1

(αr + α−r)2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîðÿäîê α ðàâåí (q− 1)/2 = 2k+ 1, âû÷èñëèì

s êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå:

s =
k∑
r=1

(α2r + α−2r) +
k∑
r=1

2 = −1 + 2k = (q − 5)/2.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì

[θ2, St] =
2(q + 1)2q + q(q + 1)(q − 5)

q(q2 − 1)
= 3.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ïàðà õàðàêòåðîâ θ è St, òàêèõ, ÷òî êðàò-

íîñòü âõîæäåíèÿ õàðàêòåðà St â θ2 ðàâíà òðåì. Òî åñòü SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(L2(q)), äëÿ

íå÷åòíûõ q, áóäåò íå ìåíüøå òðåõ. Ëåììà äîêàçàíà.

2.3 Ãðóïïû PGL2(q) äëÿ íå÷åòíûõ q

Ëåììà 2.3.1. Ãðóïïû PGL2(q) ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè q = 2 è 3 ãðóïïû PGL2(q) èçîìîðôíû ñèììåòðè÷åñêèì ãðóïïàì S3

è S4 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ãðóïïû ðàçðåøèìû è, êàê ïîêàçûâàåò ïðîñòàÿ ïðîâåðêà � ASR-

ãðóïïû. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî q > 3. Åñëè q � ÷åòíîå, òî PGL2(q) ∼= L2(q), è, ñëåäîâàòåëüíî,

ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Ïóñòü q � íå÷åòíîå. Îáðàòèìñÿ ê òàáëèöå 5 è âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñóìì:

S(2) =
∑(q−3)/2

r=1 (αir + α−ir)
2

=
∑(q−3)/2

r=1 (α2ir + α−2ir + 2) = q − 5

T (2) =
∑(q−1)/2

s=1 (−βjs − β−js)2 =
∑(q−1)/2

s=1 (β2js + β−2js + 2) = q − 3

Òîãäà

[ϕ2
i , St] =

(q + 1)2q + q(q + 1)S(2) + 2q(q + 1)

q(q2 − 1)
=
q + 1 + q − 3

q − 1
= 2
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[ζ2j , St] =
(q + 1)2q − q(q − 1)T (2) − 2q(q − 1)

q(q2 − 1)
=

(q + 1)2 − (q − 1)(q − 3− 2)

q2 − 1
= 0

Äàëåå

[ϕ2
i , ζj] =

(q + 1)2(q − 1)− (q2 − 1)

q(q2 − 1)
= 1,

[ζ2j , ϕi] =
(q − 1)2(q + 1) + (q2 − 1)

q(q2 − 1)
= 1,

[SgnSt2, St] = [St2, St] =
q3 + q(q+1)(q−3)

2
+ q(q+1)

2
− q(q−1)(q−1)

2
− q(q−1)

2

q(q2 − 1)
= 1,

è

[SgnSt2, ϕi] = [St2, ϕi] =
q2(q + 1) + q(q + 1)S + q(q + 1)(−1)i

q(q2 − 1)
,

ãäå S =
∑(q−3)/2

r=1 (αjr + α−jr). Â ëåììå 2.1.1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî S = 0 äëÿ íå÷åòíîãî i

è S = −2 äëÿ i ÷åòíîãî. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ðàâíî:

[SgnSt2, ϕi] = [St2, ϕi] =
(q + 1)2(q − 1)− (q2 − 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Äàëåå,

[SgnSt2, ζj] = [St2, ζj] =
q2(q − 1) + q(q − 1)T + q(q − 1)(−1)j+1

q(q2 − 1)
,

ãäå T =
∑(q−1)/2

s=1 (βjs + β−js) = 0. Òàêæå, ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì j ïîëó÷àåì

[SgnSt2, ζj] = [St2, ζj] =
q2(q − 1) + q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [St2, SgnSt]:

[St2, SgnSt] =
q3 + q(q + 1)I + q(q+1)

2
(−1)(q−1)/2 + q(q − 1)J + q(q−1)

2
(−1)(q−1)/2

q(q2 − 1)
,

ãäå I =
∑(q−3)/2

r=1 (−1)r, J =
∑(q−1)/2

s=1 (−1)s+1 = −
∑(q−1)/2

s=1 (−1)s.

Ïðè q = 4k + 1 ïîëó÷àåì: I = −1, J = 0 è, çíà÷èò

[SgnSt2, SgnSt] = [St2, SgnSt] =
q3 − q(q + 1) + q(q+1)

2
+ q(q−1)

2

q(q2 − 1)
= 1.

Ïðè q = 4k + 3, I = 0, J = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

[SgnSt2, SgnSt] = [St2, SgnSt] =
q3 − q(q+1)

2
+ q(q − 1)− q(q−1)

2

q(q2 − 1)
= 1.
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Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [ϕ2
i , ϕk]:

[ϕ2
i , ϕk] =

(q + 1)3 + (q2 − 1) + q(q + 1)S(3) + 4q(q + 1)(−1)k

q(q2 − 1)
,

ãäå S
′(3) =

(q−3)/2∑
r=1

(αir + α−ir)2(αkr + α−kr) =
(q−3)/2∑
r=1

(α2ir + 2 + α−2ir)(αkr + α−kr) =

=
(q−3)/2∑
r=1

(α(2i+k)r + α(2i−k)r + α−(2i−k)r + α−(2i+k)r) + 2
(q−3)/2∑
r=1

(αkr + α−kr).

Åñëè 2i = k â Fq, òî S(3) =
∑(q−3)/2

r=1 2 +
∑(q−3)/2

r=1 (α(2i+k)r + α−(2i+k)r)− 4 = q − 9.

Òî æå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ è â ñëó÷àå 2i = −k â Fq. Òîãäà

[ϕ2
i , ϕk] =

(q + 1)3 + (q2 − 1) + q(q + 1)(q − 9) + 4q(q + 1)

q(q2 − 1)
= 2

Åñëè æå 2i 6= ±k â Fq, òî S(3) = −2− 2− 4 = −8, è â ýòîì ñëó÷àå

[ϕ2
i , ϕk] =

(q + 1)3 + (q2 − 1)− 8q(q + 1) + 4q(q + 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Åñëè k íå÷åòíî, òî S(3) = 0, è òîãäà

[ϕ2
i , ϕk] =

(q + 1)3 + (q2 − 1)− 4q(q + 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì [ζ2j , ζl]:

[ζ2j , ζl] =
(q − 1)3 − (q2 − 1) + q(q − 1)T (3) + 4q(q − 1)(−1)3j+3

q(q2 − 1)
,

ãäå

T (3) =
(q−1)/2∑
s=1

(−βjs − β−js)2(−βls − β−ls) =
(q−1)/2∑
s=1

(β2js + 2 + β−2js)(−βls − β−ls) =

=
(q−1)/2∑
s=1

(−β(2j+l)s − β(2j+l)s − β−(2j−l)s − β−(2j+l)s) + 2
q/2∑
s=1

(−βls − β−ls).

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì T (3) = 7− q ïðè 2j = ±l â Fq, ÷òî äàåò

[ζ2j , ζl] =
(q − 1)3 − (q2 − 1) + q(q − 1)(7− q) + 4q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 0.

Äëÿ ÷åòíûõ l â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ T (3) = 8, è

[ζ2j , ζl] =
(q − 1)3 − (q2 − 1) + 8q(q − 1)− 4q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Åñëè l íå÷åòíîå, òî T (3) = 0, è

[ζ2j , ζl] =
(q − 1)3 − (q2 − 1) + 4q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ: [ϕ2
i , SgnSt] è [ζ2j , SgnSt].

[ϕ2
i , SgnSt] =

q(q + 1)2 + q(q + 1)S
′(2) + 2q(q + 1)(−1)(q−1)/2

q(q2 − 1)
,

ãäå S
′(2) =

∑(q−3)/2
r=1 (αir + α−ir)

2
(−1)r =

∑(q−3)/2
r=1 (α2ir + α−2ir + 2)(−1)r

Ïîñêîëüêó α � ýëåìåíò ïîðÿäêà q − 1, òî (−1)r = αr(q−1)/2 = α−r(q−1)/2. Îòñþäà

S
′(2) =

∑(q−3)/2
r=1 (α((q−1)/2+2i)s + α−((q−1)/2+2i)s) + 2

∑(q−3)/2
r=1 (−1)r.

Åñëè q = 4k + 3, òî îáå ñóììû ðàâíû 0, ñëåäîâàòåëüíî, è S
′(2) = 0. Åñëè q = 4k + 1,

òî S
′(2) = −4. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì:

[ϕ2
i , SgnSt] =

q(q + 1)2 − 2q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1.

Äëÿ [ζ2j , SgnSt] ðàññóæäåíèÿ ïîõîæèå:

[ζ2j , SgnSt] =
q(q − 1)2 + q(q − 1)T

′(2) + 2q(q − 1)(−1)(q−1)/2

q(q2 − 1)
,

ãäå T
′(2) =

∑(q−1)/2
s=1 (−βjs − β−js)2(−1)s+1 = −

∑(q−1)/2
s=1 (β2js + β−2js + 2)(−1)s.

Ïîñêîëüêó β � ýëåìåíò ïîðÿäêà q + 1, òî (−1)s = βs(q+1)/2 = β−s(q+1)/2. Îòñþäà

T
′(2) = −

∑(q−1)/2
s=1 (−β((q+1)/2+2j)s − β−((q+1)/2+2j)s)− 2

∑(q−1)/2
s=1 (−1)s.

Åñëè q = 4k + 1, òî îáå ñóììû ðàâíû 0. ñëåäîâàòåëüíî, è T
′(2) = 0. Åñëè q = 4k + 3,

òî T
′(2) = 4. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì

[ζ2j , SgnSt] =
q(q − 1)2 + 2q(q − 1)

q(q2 − 1)
= 1

Ëåììà äîêàçàíà.

2.4 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì L2(q)

Íàøà çàäà÷à òåïåðü � äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè îñòàëüíûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêî-

ëåì L2(q) íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ SM2-ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè q � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî Aut(L2(q)) ∼= PGL2(q), è åäèí-

ñòâåííîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïîé, êðîìå L2(q), áóäåò PGL2(q), ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå

ïðåäïîëîæåíèå.

Ïóñòü q = pt, ãäå p íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, è L ∼= L2(q) < G 6 Aut(L2(q))

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.2.20 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà γ ïîðÿäêà e > 1 ãðóï-

ïû L2(q), èíäóöèðîâàííîãî àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ Fq, â ãðóïïå L íàéäóòñÿ e íåïðèâîäèìûõ
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ñîïðÿæåííûõ õàðàêòåðîâ ϕi, ñòåïåíè q+1, òàêèõ, ÷òî ãðóïïà PGL2(q) áóäåò ãðóïïîé èíåð-

öèè äëÿ êàæäîãî èç íèõ.

Ïóñòü G ∼= L.< γ >. Àâòîìîðôèçì γ èìååò òî÷íóþ îðáèòó íà ìíîæåñòâå õàðàêòåðîâ

ϕi, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 1.2.16, ϕGi = χ, ãäå χ� íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû

G ñòåïåíè (q + 1)e.

Ïóñòü òåïåðü G ∼= PGL2(q).< γ >. Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê

âûâîäó, ÷òî â ãðóïïå G íàéäåòñÿ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ ñòåïåíè (q + 1)e, òàêîé, ÷òî

χ = ϕGi , ãäå ϕi ∈ Irr(PGL2(q)) � ñîïðÿæåííûå õàðàêòåðû ñòåïåíè (q + 1).

Åñëè q = 2t, òî L2(q) ∼= PGL2(q), ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî

âûøå.

Âûÿñíèì, ñ êàêîé êðàòíîñòüþ õàðàêòåð χ âõîäèò â ðàçëîæåíèå χ2. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [χ2, χ]G = [χ2, ϕGi ]G. Ïî òåîðåìå âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà

è óòâåðæäåíèþ 1.2.16:

[χ2, ϕGi ]G = [χ2|L, ϕ1]L =

( e∑
i=1

ϕi

)2

, ϕ1


L

=
e∑
i=1

[
ϕ2
i , ϕ1

]
L
.

Äëÿ îöåíêè [χ2, χ] ìû áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ [ϕ2
i , ϕ1]L, ãäå L èçîìîðôíà L2(q)

èëè PGL2(q).

Óòâåðæäåíèå 1.2.16 íå âåðíî, êîãäà q = 4, 5 èëè 9, ïîñêîëüêó ó ãðóïï L2(4) è L2(9)

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ñòåïåíè q + 1 âñåãî îäèí, à ó ãðóïïû L2(5) òàêîãî õàðàêòåðà íåò.

Èçâåñòíî, ÷òî L2(4) ∼= L2(5) ∼= A5, ïîýòîìó åäèíñòâåííîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïîé,

êðîìå L2(5) çäåñü áóäåò òîëüêî ãðóïïà PGL2(5).

Ïóñòü òåïåðü L ∼= L2(9) . Äîêàæåì, ÷òî íè îäíà ãðóïïà G, L < G 6 Aut(L) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé. Â íàøåì ñëó÷àå G ìîæåò áûòü îäíîé èç ãðóïï: M10, S6, PΓL2(9)

è PGL2(9). Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ SM â GAP (ñì. ïðèëîæåíèÿ), ìû ïîëó÷èëè, ÷òî SM-

õàðàêòåðèñòèêà mχ(M10) = mχ(S6) = 5, à mχ(PΓL2(9)) = 4.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü L ∼= L2(q), q = 2t. Òîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé, èmχ(G) > e+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå [ϕ2
i , ϕ1], ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 2: [ϕ2

i , ϕ1] =
q + 3 + S

q − 1
,

ãäå

S =

q/2−1∑
r=1

(αir + α−ir)2(αr + α−r) =

(q−3)/2∑
r=1

(α2ir + 2 + α−2ir)(αr + α−r) =
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=

(q−3)/2∑
r=1

(α(2i+1)r + α−(2i+1)r) +

(q−3)/2∑
r=1

(α(2i−1)r + α−(2i−1)r) + 2

(q−3)/2∑
r=1

(αr + α−r).

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà 2i+1 = q−1 èëè 2i−1 = q−1. Â ïåðâîì ñëó÷àå i = (q−2)/2,

à −i = q − 1− i = q/2. Åñëè æå 2i− 1 = q − 1, òî i = q/2, à −i = q − 1− i = (q − 2)/2. Òî

åñòü òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà i = q/2.

S =

q/2−1∑
r=1

2 +

q/2−1∑
r=1

(α(2i+1)r + α−(2i+1)r)− 2 = q − 5,

è [ϕ2
i , ϕ1] =

q + 3 + q − 5

q − 1
= 2.

Åñëè æå i íå ðàâíî ±q/2, òî S = −4, è òîãäà [ϕ2
i , ϕ1] =

q − 3 + 4

q − 1
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, îäíî èç ñëàãàåìûõ â ñóììå
∑e

i=1 [ϕ2
i , ϕ1] ðàâíî 2, à îñòàëüíûå e− 1

ðàâíû 1, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî e+ 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü L ∼= PGL2(q), q = pt, p > 2 è L < G 6 Aut(L). Òîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ

SM2-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå [ϕi
2, ϕ1], ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 5.

[ϕ2
i , ϕ1] =

(q + 1)3 + (q2 − 1) + q(q + 1)S − 4q(q + 1)

q(q2 − 1)
=
q2 + qS − q
q(q − 1)

=
q − 1 + S

q − 1
,

S =

(q−3)/2∑
r=1

(αir + α−ir)2(αr + α−r) =

(q−3)/2∑
r=1

(α2ir + 2 + α−2ir)(αr + α−r) =

=

(q−3)/2∑
r=1

(α(2i+1)r + α−(2i+1)r) +

(q−3)/2∑
r=1

(α(2i−1)r + α−(2i−1)r) + 2

(q−3)/2∑
r=1

(αr + α−r).

Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ÷èñåë ±(2i+ 1),±(2i− 1) � íå÷åòíîå, òî êàæäàÿ èç òðåõ ñóìì áóäåò

ðàâíà 0, è òîãäà [ϕ2
i , ϕ1] = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà

∑e
i=1[ϕ

2
i , ϕ1] ðàâíà e, ÷òî ïðè e > 2

äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïóñòü òåïåðü e = 2. Òîãäà

[χ2, ϕG1 ] = [(ϕ1 + ϕ2)
2, ϕ1] = [ϕ2

1, ϕ1] + 2[ϕ1ϕ2, ϕ1] + [ϕ2
2, ϕ1] = 2 + 2[ϕ1ϕ2, ϕ1].

Çíà÷åíèå [ϕ1ϕ2, ϕ1] ñ÷èòàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàíåå:

[ϕ1ϕ2, ϕ1] =
(q + 1)3 + (q2 − 1) + q(q + 1)S(1) − 4q(q + 1)

q(q2 − 1)
=
q − 1 + S(1)

q − 1
,
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S(1) =

(q−3)/2∑
r=1

(αr + α−r)(αir + α−ir)(αr + α−r) =

(q−3)/2∑
r=1

(α2r + 2 + α−2r)(αir + α−ir) =

=

(q−3)/2∑
r=1

(α(2+i)r + α−(2+i)r) +

(q−3)/2∑
r=1

(α(2−i)r + α−(2−i)r) + 2

(q−3)/2∑
r=1

(αir + α−ir).

Õàðàêòåðû ϕ1 è ϕ2 ñîïðÿæåíû, ïîýòîìó i = p. Ïî óñëîâèþ ëåììû p � íå÷åòíîå ÷èñëî,

ïîýòîìó S(1) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, [ϕ1ϕ2, ϕ1] = 1.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [χ2, ϕG1 ] = 2 + 2[ϕ1ϕ2, ϕ1] = 4, òî åñòü G

íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü L ∼= L2(q), ãäå q � íå÷åòíîå. Òîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé, è

mχ(G) > 2e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q = 4k + 1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå [ϕi
2, ϕ1], ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 3:

[ϕi
2, ϕ1] =

(q + 1)3 + q2 − 1 + q(q + 1)(S1 + T/2)

q(q2 − 1)/2
=

=
(q + 1)2 + q − 1 + q(S1 + T/2)

q(q − 1)/2
=

(2q + 6 + 2S1 + T )

q − 1
,

ãäå

S1 =
k−1∑
r=1

(α(2i+1)r + α−(2i+1)r) +
k−1∑
r=1

(α(2i−1)r + α−(2i−1)r) + 2
k−1∑
r=1

(αr + α−r).

T = (αik + α−ik)2(αk + α−k) = α(2i+1)k + α−(2i+1)k + α(2i−1)k + α−(2i−1)k + 2(αk + α−k).

Ïîðÿäîê α ðàâåí (q − 1)/2 = 2k, ïîýòîìó αk = 1, ñëåäîâàòåëüíî, (αtk + α−tk), äëÿ

t 6= (q − 1)/2.

Åñëè 2i+ 1 = (q + 1)/2, òî i = (q + 3)/4 = k − 1/2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè 2i− 1 = (q − 1)/2, òî i = k + 1/2, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, T = 8, à S1 = 0, è òîãäà

[ϕi
2, ϕ1] =

2q + 6− 8

q − 1
= 2.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå ðàâíû 2, ñëåäîâàòåëüíî,
∑e

i=1 [ϕ2
i , ϕ1] = 2e > 2.

Ïóñòü òåïåðü q = 4k + 3. Òîãäà, ïî òàáëèöå 4:

[ϕi
2, ϕ1] =

(q + 1)3 + q2 − 1 + q(q + 1)S1

q(q2 − 1)/2
=

(q + 3 + S1)

(q − 1)/2
,
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ãäå

S1 =
k∑
r=1

(α(2i+1)r + α−(2i+1)r) +
k∑
r=1

(α(2i−1)r + α−(2i−1)r) + 2
k∑
r=1

(αr + α−r) = −4.

Çíà÷èò,

[ϕi
2, ϕ1] =

(q − 1)

(q − 1)/2
= 2,

è òîãäà ñóììà
∑e

i=1 [ϕ2
i , ϕ1] = 2e > 2, òî åñòü G � êàê ìèíèìóì SM3-ãðóïïà. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ïîäâîäÿ èòîã âûøåñêàçàííîìó, ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåî-

ðåìû

Òåîðåìà 2.4.4. Ñðåäè ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì ãðóïïå L2(q) òîëüêî

ãðóïïû PGL2(q) è A5 ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè.
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3 Ïðîñòûå íåàáåëåû SM2-ãðóïïû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ê êàêîìó êëàññó SMm-ãðóïï ïðèíàäëåæèò ïðîñòàÿ íåàáåëå-

âà ãðóïïà L ìû áóäåì, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè, äîêàçàííûìè

â ëåììàõ 1.5.2�1.5.5. Íàèáîëåå ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ëåììà, ïîñêîëüêó ñ åå

ïîìîøüþ ïîëó÷àåòñÿ ëó÷øàÿ îöåíêà SM-õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû L.

Ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î ñòåïåíÿõ õàðàêòåðîâ è êëàññîâîì ÷èñëå ãðóïïû L

îöåíèì çíà÷åíèå m(L) îòíîøåíèÿ χ(1)/(k(L) − 1) äëÿ âûáðàííîãî õàðàêòåðà χ ∈ Irr(L).

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî m(L) ñòðîãî áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà r, òî, â ñèëó ëåììû 1.5.5, SM-

õàðàêòåðèñòèêà mχ(L) > r è, ñëåäîâàòåëüíî, L íå SMr-ãðóïïà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîòðå-

áóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå.

3.1 Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà

Ëåììà 3.1.1. Ñðåäè êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ê SM2-ãðóïïàì îòíîñÿòñÿ

òîëüêî ãðóïïû L2(q), q = 2t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáúåì íà òðè ÷àñòè. Â ïåðâîé áóäóò ðàññìàòðèâàòü-

ñÿ ãðóïïû Ln(q) è Un(q), âî âòîðîé � Bn(q) è Cn(q) è â òðåòüåé � Dn(q) è 2Dn(q).

Ãðóïïû Ln(q) è Un(q)

Ïóñòü L ∼= Ln(q) èëè Un(q).

Â ãëàâå 1 áûë ðàçîáðàí ñëó÷àé, êîãäà n = 2, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3.

Çà èñêëþ÷åíèåì U3(2) (mχ(U3(2)) = 7) ãðóïïû Ln(q) è Un(q) íåðàçðåøèìû, îöåíèì

çíà÷åíèå m(L), âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1.5.5.

Â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ âûáåðåì õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà StL ñòåïåíè

StL(1) = qn(n−1)/2, à äëÿ ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé èç

ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1: k(L) 6 (6q)n−1.

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî:

qn(n−1)/2 6 m((6q)n−1 − 1) < m(6q)n−1

èëè

qn/2−1 < 6 n−1
√
m.
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Ìû áóäåì èñêëþ÷àòü ãðóïïû, íå ÿâëÿþùèåñÿ SM2-ãðóïïàìè, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî m = 2.

Òîãäà ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

qn/2−1 < 6
n−1
√

2 < 9.

Ïðè q > 3 èìååì n/2 − 1 < logq 9 6 2, îòêóäà n < 6. Òî åñòü äëÿ q > 3 íàì íóæíî

ðàññìîòðåòü ñëó÷àè n = 3, 4, 5.

Åñëè n 6 6, òî äëÿ ãðóïï Ln(q) è Un(q), çà èñêëþ÷åíèåì U4(2) è U5(2), ñóùåñòâóåò

îöåíêà ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ: k(G) 6 2qn−1 (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.4.2). Èç

ýòîé îöåíêè ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî:

qn(n−1)/2 < m · 2qn−1,

êîòîðîå ïðè m = 2 ïðèìåò âèä:

q(n−1)(n−2)/2 < 4.

Åñëè q = 3, òî èç íåðàâåíñòâà 3(n−1)(n−2)/2 < 4 ñëåäóåò, ÷òî n 6 3. Ïðè q > 4, n > 3

íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå q > 3 äëÿ äàëüíåéøåé ïðîâåðêè

îñòàþòñÿ ãðóïïû L3(3), U3(3). Êðîìå òîãî, îñòàëèñü ãðóïïû U4(2) è U5(2). Ñ ïîìîùüþ

GAP óáåäèìñÿ, ÷òî ýòè ãðóïïû íå ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, mχ(L3(3)) = 11, mχ(U3(3)) = 5, mχ(U4(2)) = 21, à mχ(U5(2)) = 125.

(ñì. òàáëèöó 13).

Ïóñòü òåïåðü q = 2. Åñëè L � SM2-ãðóïïà, òî â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèå:

2n(n−1)/2 < 2(6 · 2)n−1

èëè

2n/2−1 <
n−1
√

2 · 6.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî òîëüêî ïðè n 6 7. Ó ãðóïïû L7(2)

êëàññîâîå ÷èñëî ðàâíî k(L7(2)) = 117, à äëÿ ãðóïïû U7(2): k(U7(2)) = 239. Ñòåïåíü õà-

ðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ó ýòèõ ãðóïï îäèíàêîâàÿ è ðàâíà 221. Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî

mχ(L7(2)) > 18078, à mχ(U7(2)) > 8811. Åñëè n 6 6, òî, èñïîëüçóÿ, êàê è âûøå, íåðà-

âåíñòâî 2n(n−1)/2 < 2 · 2 · 2n−1 = 2n+1, ïîëó÷àåì, ÷òî n(n− 1)/2 < n+ 1, îòêóäà n = 2 èëè 3.

Ïîñêîëüêó ãðóïïû L2(2) ∼= U2(2) è U3(2) ðàçðåøèìû, òî îíè èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ (îáå îíè ASR-ãðóïïû). Äëÿ îñòàâøåéñÿ ãðóïïû L3(2), â ñèëó èçîìîðôèçìà

L3(2) ∼= L2(7), mχ(L) = 3.
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Ïîäâåäåì èòîã:

Åñëè n = 2, òî â ñëó÷àå q = 2t > 4, L � SM2-ãðóïïà. Åñëè æå q > 5 � íå÷åòíîå, òî

L íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Åñëè 2 < n 6 6, òî âåðíà îöåíêà:

m(L) =
qn(n−1)/2

2qn−1 − 1
>
qn(n−1)/2

2qn−1
=
q(n−1)(n−2)/2

2
> 2,

çà èñêëþ÷åíèåì ãðóïï L3(3), U3(3), U4(2) è U5(2) (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà n = 3, q = 4).

Ñ ïîìîùüþ GAP áûëè âû÷èñëåíû çàí÷åíèÿ SM-õàðàêòåðèñòèê:

mχ(L3(3)) = 11, mχ(U3(3)) = 5, mχ(L3(4)) = 13, mχ(U3(4)) = 7, mχ(U4(2)) = 21, è

mχ(U5(2)) = 125. (ñì. òàáëèöó 13).

Åñëè n > 6, òî m(L) îöåíèâàåòñÿ òàê:

m(L) =
qn(n−1)/2

(6q)n−1 − 1
>
qn(n−1)/2

(6q)n−1
=
q(n−2)(n−1)/2

6n−1
> 307, ïðè q > 3,

Êðîìå òîãî, m(L7(2)) > 18078, m(U7(2)) > 8811. Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ GAP óäàëîñü

âû÷èñëèòü mχ(L7(2)) = 124286.

Ãðóïïû Bn(q) è Cn(q)

Ïóñòü L ∼= Bn(q) èëè Cn(q). Çà èñêëþ÷åíèåì B2(2), ýòè ãðóïïû ïðîñòûå. Êðîìå

òîãî, B2(q) ∼= C2(q) è Bn(2m) ∼= Cn(2m). Ðàíã l ãðóïïû L ðàâåí n, ïîýòîìó êëàññîâîå ÷èñëî

ìîæíî îöåíèòü êàê k(L) 6 (6q)n. Ñòåïåíü õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà StL(1) = qn
2
.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî qn
2
< m(6q)n, îòêóäà qn

2−n < m6n èëè

qn−1 < 6 n
√
m < 6

√
m.

Ïóñòü m = 2. Äëÿ ñëó÷àÿ q > 3, èç îöåíêè qn−1 < 6
√

2 < 9, ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå

n < 3. Ïðè n = 2 ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî q2−1 < 9, òî åñòü q ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

2, 3, 4, 5, 7, 8. Ñëó÷àé q = 2 ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ïîñêîëüêó ãðóïïà B2(2) èçîìîðô-

íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S6, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå,

mχ(S6) = 5, à äëÿ åå êîììóòàíòà A6 çíà÷åíèå mχ(A6) = 3. Äëÿ q = 3, 4, 5 âîñïîëüçóåìñÿ

GAP: mχ(B2(3)) = 21, mχ(B2(4)) = 41, mχ(B2(5)) = 101 (ñì. òàáëèöó 13).

Äëÿ îñòàâøèõñÿ q 6 8, èñïîëüçóÿ òàáëèöó 11, îöåíèì m(L) = StL(1)/(k(L)− 1):

Åñëè q = 7, òî k(L) = 52, StL(1) = 2401, îòêóäà: m(L) = 2401/51 > 47.

Åñëè q = 8, òî k(L) = 83, StL(1) = 4096, çíà÷èò: m(L) = 4096/82 > 49.
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Åñëè æå q = 2, òî èç óñëîâèÿ 2n−1 < 6 n
√

2, ïîëó÷àåì, ÷òî n ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ 2, 3. Íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òîëüêî ãðóïïó B3(2) ∼= C3(2). Äëÿ ýòîé ãðóïïû, êàê

áûëî îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ GAP, mχ(B3(2)) = 91 (ñì. òàáëèöó 13).

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ÷èñëà m(L) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà: m(L) =
qn(n−1)

6n − 1
>
(qn−1

6

)n
.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî m(L) > 3 ïðè q > 3 è n > 2.

Ãðóïïû Dn(q) è 2Dn(q)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n > 4. Äëÿ L ∼= Dn(q) èëè 2Dn(q) ñòåïåíü õàðàêòåðà Ñòåéí-

áåðãà StL(1) ðàâíà qn(n−1), à çíà÷èò êëàññîâîå ÷èñëî îöåíèâàåòñÿ òàê: k(L) 6 (6q)n−1. Èç

óñëîâèÿ qn(n−1) < m(6q)n−1, ïðè m = 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî qn−1 < 6 3
√
m < 8, êîòîðîå

äëÿ q > 2 âåðíî òîëüêî åñëè n < 4. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû

Dn(q) è 2Dn(q) íå ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ m(L) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà: m(L) =
q(n−1)

2

6n−1
=
(qn−1

6

)n−1
> 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

3.2 Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà

Ëåììà 3.2.1. Ñðåäè èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà íåò SM2-ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé èç èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï En(q), 2E6(q), G2(q),

2B2(2
2n+1), F4(q), 3D4(q), 2G2(3

2n+1), 2F4(2
2n+1), îöåíèì ÷èñëî m = m(L), ðàâíîå, êàê è

ðàíüøå, îòíîøåíèþ ñòåïåíè õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ê ÷èñëó k(L) − 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-

çóåìñÿ çíà÷åíèÿìè èç òàáëèöû 8.

Ãðóïïû En(q), n = 6, 7, 8 è 2E6(q)

Ïóñòü L ∼= E6(q) èëè 2E6(q). Òîãäà StL(1) = q36, k(L) 6 (6q)6, îòêóäà ïîëó÷àåì:

m(L) =
q30

k(L)− 1
>
q30

66
>

230

66
> 23014.

Äëÿ L ∼= E7(q), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ StL(1) = q63 è îöåíêó à k(L) 6 (6q)7 ïîëó÷àåì:

m(L) =
q56

k(L)− 1
>
q56

67
>

256

67
> 2, 57 · 1011.

Åñëè L ∼= E8(q), èìååì: StL(1) = q120, à k(L) 6 (6q)8, îòêóäà:

m(L) =
q112

68 − 1
>
q112

68
>

2112

68
> 3, 09 · 1027.
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Ãðóïïà G2(q)

Ïóñòü L ∼= G2(q). Ñëó÷àé q = 2 íå ðàññìàòðèâàåì, ïîñêîëüêó G2(2) íå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé, à åå êîììóòàíò G2(2)′ ∼= U3(3) � SM5-ãðóïïà.

Ïóñòü q = 3. Òîãäà èç òàáëèöû 8: StG2(3)(1) = 36, k(G2(3)) = 23, è m(L) =
36

22
> 33.

Ïóñòü òåïåðü q > 3. Äëÿ ãðóïïû L ∼= G2(q) èìååì: StL(1) = q6, à k(L) 6 (6q)2. Òîãäà

m(L) =
q6

(6q)2 − 1
>
q4

36
> 7.

Ãðóïïà 2B2(2
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2B2(2
2n+1). Ãðóïïà L ïðîñòàÿ, åñëè n > 1, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 1. Â

ýòîì ñëó÷àå StL(1) = (22n+1)2, à k(L) = 22n+1+3. Èñïîëüçóÿ GAP, âû÷èñëèìmχ(2B2(8)) = 24

(ñì. òàáëèöó 13). Åñëè n = 2, òî m(2B2(2
5)) =

210

(25 + 3− 1)
> 30. Ïðè n > 3 íèæíÿÿ ãðà-

íèöà äëÿ m(L) ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

m(L) =
(22n+1)2

22n+1 + 2
=

24n+1

22n + 1
>

213

65
> 126.

Ãðóïïà F4(q)

Ïóñòü L ∼= F4(q). Äëÿ ýòîé ãðóïïû StL(1) = q24, k(L) 6 (6q)4. Îöåíêà äëÿ m(L)

ïîëó÷àåòñÿ òàêîé: m(L) =
q24

(6q)4 − 1
>
q20

64
>

220

64
> 809.

Ãðóïïà 3D4(q)

Ïóñòü L ∼= 3D4(q). Òîãäà StL(1) = q12, à k(L) = q4 + q3 + q2 + q+ 6, ïðè q > 2. Îöåíèì

çíà÷åíèå k(L)− 1 ïðè q > 2:

k(L)− 1 = q4 + q3 + q2 + q + 5 = q2(q2 + q + 1) + q + 5 < q2(q2 + 2q) + 3q =

= q3(q + 2) + 3q < 2q4 + 3q < q(2q3 + 3) < q(3q3) = 3q4.

Òîãäà m(L) >
q12

3q4
=
q8

3
> 2187.

Åñëè q = 2, òî k(L) = 35 è m(L) =
212

35
> 117.

Ãðóïïà 2G2(3
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2G2(3
2n+1), n > 1. Òîãäà StL(1) = (32n+1)3, à k(L) = 32n+1 + 8. Åñëè n > 1,

òî k(L)− 1 = 32n+1 + 7 < 32n+1 + 9 = 3(32n + 3) 6 2 · 32n+1, ïîýòîìó äëÿ m(L) ìû ïîëó÷àåì

îöåíêó: m(L) >
(32n+1)3

2 · 32n+1
=

34n+2

2
> 364.
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Ãðóïïà 2F4(2
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2F4(2
2n+1). Åñëè n > 1, òî L ïðîñòàÿ ãðóïïà. Åñëè æå n = 0, òî ïðîñòîé

ãðóïïîé áóäåò êîììóòàíò 2F4(2)′ � ãðóïïà Òèòñà. Åñëè L ∼= 2F4(2)′, òî StG(1) = 211, à

k(G) = 22, îòêóäà m(L) =
211

21
> 97.

Ïóñòü òåïåðü n > 1. Òîãäà StL(1) = (22n+1)12, à k(L) = (22n+1)2 + 4 · 22n+1 + 17.

Êàê è ðàíüøå, îöåíèì k(L)− 1:

k(L)− 1 = (22n+1)2 + 4 · 22n+1 + 16 6 (22n+1)2 + 4 · 22n+1 + 2 · 22n+1 =

= (22n+1) · (22n+1 + 6) < 22n+1 · (22n+1 + 22n+1) = 22n+1 · 22n+2 = 24n+3.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, çàïèøåì îöåíêó:

m(L) =
StL(1)

k(G)− 1
>

(22n+1)12

24n+3
= 220n+9 > 5 · 108.

Ëåììà äîêàçàíà.

3.3 Ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû

Ëåììà 3.3.1. Ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû íå ÿâëÿþòñÿ SM20-ãðóïïàìè

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òîì, ÷òî íè îäíà èç ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé

ëåãêî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ëåììó 1.5.5 è çíà÷åíèÿ èç òàáëèöû 12. Äëÿ áîëåå òî÷íûõ ðå-

çóëüòàòîâ ìû âíîâü ïðèáåãíåì ê ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP. Ñ ïîìîùüþ GAP

(ñì. ïðèëîæåíèå, ñòð. 101) áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ SM-õàðàêòåðèñòèêè. Ðåçóëü-

òàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 15. Âèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé SM-õàðàêòåðèñòèê

ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï áóäåò ó ãðóïïû Ìàòüå M11: mχ(M11) = 21. Ëåììà äîêàçàíà.

3.4 Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû

Ëåììà 3.4.1. Ñðåäè ïðîñòûõ çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï SM2-ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî

ãðóïïà A5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � çíàêîïåðåìåííàÿ SM2-ãðóïïà è n > 5. Òîãäà, ïî ëåììå 1.5.5,

äëÿ íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ0 ãðóïïû L íàèáîëüøåé ñòåïåíè âûïîëíÿåòñÿ:

χ0(1) < 2k(L) 6 2 · 2k(Sn) = 4p(n), (5)
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ãäå p(n) � ÷èñëî ðàçáèåíèé n.

Åñëè n > 12, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3, ÷èñëî p(n) ìîæíî îöåíèòü òàê:

p(n) < (3/2)n · (2 ·
√

3)−1/2.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (5) ïðèìåò âèä:

χ0(1) < 4 · (3/2)n · (2 ·
√

3)−1/2.

Äàëåå, äëÿ êàæäîé ïðîñòîé ãðóïïû L, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.7, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå: χ0(1) > |L|1/3. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:(
n!

2

)1/3

< 4 · (3/2)n · (2 ·
√

3)−1/2,

èëè

n! < 19, 9 · (3/2)3n < 19, 9 · 22n < 22n+5,

ïîñêîëüêó 33 < 25

Ïóñòü n = 13. Òîãäà n! = 210 · 35 · 52 · 7 · 11 · 13 > 219 · 3 · 52 · 11 · 13 > 225 · 11 · 13 > 232.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â íåðàâåíñòâî n! < 22n+5:

232 < 13! < 22·13+5 = 231,

ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé n = 13 íå ïîäõîäèò. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè

n > 13 óñëîâèå n! < 22n+5 òàêæå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî χ0(1) < 2k(An) ïðè 5 6 n 6 12. Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü èíôîðìàöèåé èç òàáëèöû 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íè îäíà èç ãðóïï An, ïðè 8 < n < 12

íå ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Èç îñòàâøèõñÿ ãðóïï, òîëüêî ãðóïïàA5 ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóï-

ïà A5
∼= L2(4) óæå ðàññìàòðèâàëàñü, � ýòî SM2-ãðóïïà. Äàëåå, A6

∼= L2(9) � SM3-ãðóïïà.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ãðóïï èñïîëüçóåì GAP: mχ(A8
∼= L4(2)) = 16, mχ(A7) = 17 (ñì.

òàáëèöó 13). Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåìì 3.1.1�3.4.1 ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü L � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íàáåëåâà SM2-ãðóïïà. Òîãäà L èçîìîðôíà

ãðóïïå L2(q), ãäå q = 2t, t > 2.
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4 Ïî÷òè ïðîñòûå SM2-ãðóïïû

Â ðàìêàõ ýòîé ãëàâû ìû áóäåì ñ÷èòàòü ãðóïïó G ïî÷òè ïðîñòîé. Ïî îïðåäåëåíèþ

1.1.6, L 6 G 6 Aut(L), ãäå L � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò,

÷òî L � öîêîëü ãðóïïû G.

Èññëåäîâàíèå ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà L � ïðîñòàÿ ãðóïïà

ëèåâà òèïà.

Â ãëàâå 3 áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëà m(L) =
χ(1)

k(L)− 1
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï

L. Ïðè ýòîì óñëîâèå m(L) > r îçíà÷àëî, â ñèëó ëåììû 1.5.5, ÷òî L � íå SMr-ãðóïïà. Â

êà÷åñòâå õàðàêòåðà χ âûáèðàëñÿ, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåð Ñòåéíáåðãà StL. Çíà÷åíèå ñòåïåíè

ýòîãî õàðàêòåðà õîðîøî èçâåñòíî, è, êðîìå òîãî, â óêàçàííûõ ãðóïïàõ L íå ñóùåñòâóåò

äðóãîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà òàêîé æå ñòåïåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïî÷òè ïðîñòîé

ãðóïïå G ñ öîêîëåì L íàéäåòñÿ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ψG, òàêîé, ÷òî ψG(1) > StL(1).

Äàëåå, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5, k(G) 6 k(L)|G : L|, è, â ÷àñòíîñòè, k(Aut(L)) 6

6 k(L)|Out(L)|.

Ïîëó÷åííûå ñðàâíåíèÿ ïîçâîëÿò ïåðåíåñòè ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ãðóïï

íà ïî÷òè ïðîñòûå. Îáîçíà÷èì õàðàêòåð íàèáîëüøåé ñòåïåíè ãðóïïû G êàê ψ0. Òîãäà ÷èñëî

m(G) ìîæíî îöåíèòü ñíèçó:

m(G) =
ψ0(1)

k(G)− 1
>

StL(1)

k(G)− 1
>

StL(1)

(k(L)− 1)|G : L|
>

m(L)

|Out(L)|
.

Óñëîâèå m(G) > r áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ SMr-ãðóïïîé. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: m(L) > m(G) > m(Aut(L)).

Â ðàáîòå ñ îòäåëüíûìè ãðóïïàìè íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåïðèâîäèìûå õàðàê-

òåðû, ó êîòîðûõ ñòåïåíü áîëüøå, ÷åì StL(1). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè χ0 � íåïðèâîäèìûé õà-

ðàêòåð ãðóïïû L, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ñòåïåíü, òî â ãðóïïå G íàéäåòñÿ íåïðèâîäèìûé

õàðàêòåð ψ, òàêîé, ÷òî ψ(1) > χ0(1).

Ñîãëàñíî òåîðèè Êëèôôîðäà èíäóöèðîâàííûé õàðàêòåð χG0 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó

χG0 =
∑k

i=1 eiψi, ãäå ψi � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû G è ei > 0. Òîãäà, ïî çàêîíó

âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî:

[ψi|L, χ0]L = [ψi, χ
G
0 ]G = ei.

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð i, ÷òî ei 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåð

ψi|L ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû : ψi|L = eχ0 + θ, ãäå e = ei > 1, à θ � ñóììà
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îñòàëüíûõ õàðàêòåðîâ â ýòîì ðàçëîæåíèè. Òåïåðü, îáîçíà÷èâ ψ = ψi, ìû ïîëó÷àåì

ψ(1) = ψi|L(1) = eχ0(1) + θ(1) > χ0(1).

4.1 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì êëàññè÷åñêîé

ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà ñ öîêîëåì L, èçîìîðôíûì

êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà. Òîãäà G ∼= PGL2(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáúåì äîêàçàòåëüñòâî íà îòäåëüíûå ñëó÷àè.

Ãðóïïû L2(q)

Ðàíåå íàìè áûëî äîêàçàíî (ñì. ãëàâó 2), ÷òî åñëè G � ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà ñ

öîêîëåì, èçîìîðôíûì L2(q), òî G ∼= PGL2(q).

Êðîìå òîãî, â ñèëó èçîìîðôèçìà L2(q) ∼= U2(q), ýòè âûâîäû êàñàþòñÿ è ãðóïï U2(q).

Ãðóïïû Ln(pt), 3 6 n 6 6

Ïóñòü L ∼= Ln(pt), n > 3. Äëÿ 2 < n 6 6 ïîëó÷åíà îöåíêà m(L) >
pt(n−1)(n−2)/2

2
(ñì.

ãëàâó 3), ïîýòîìó:

m(G) >
m(L)

|Out(L)|
>
pt(n−1)(n−2)/2

2|Out(L)|
.

Ïóñòü n = 3. Òîãäà |Out(L)| 6 6t, è ïîýòîìó m(G) >
pt

12t
. Óñëîâèå m(G) 6 2 çàïè-

øåòñÿ â âèäå: pt < 24t.

Ïðè t = 1 ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ p < 24. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè

ïîíàäîáèòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.

Ïðè t = 2 ïîëó÷àåì p2 < 48, ÷òî âåðíî äëÿ p = 2, 3, 5.

Ïðè t = 3, 4 èç íåðàâåíñòâà pt < 24t ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà äëÿ p = 2, 3.

Åñëè t = 5, 6, 7 òî íåðàâåíñòâî pt < 24t âåðíî äëÿ p 6 2. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà

äëÿ p = 2.

Ïðè t > 7 íåðàâåíñòâî pt < 24t âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ p 6 1.

Ïóñòü n = 4. Òîãäà |Out(L)| 6 8t. Óñëîâèå m(G) 6 2 çàïèøåòñÿ êàê p3t < 32t.

Ïðè t = 1 èç íåðàâåíñòâà p3 < 32 çàêëþ÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà äëÿ p = 2, 3.

Åñëè t = 2, òî èç íåðàâåíñòâà p6 < 64, ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà äëÿ p = 2.
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Ïðè t > 2 íåðàâåíñòâî p3t < 32t íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè p > 1.

Åñëè n = 5, òî |Out(L)| 6 10t, è óñëîâèå m(G) 6 2 çàïèñûâàåòñÿ êàê p6t < 40t. Ýòî

íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ p 6 1.

Åñëè n = 6, òî |Out(L)| 6 12t, è óñëîâèå m(G) 6 2 çàïèñûâàåòñÿ êàê p10t < 48t. Ýòî

íåðàâåíñòâî òàêæå íåâåðíî, åñëè p > 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè îñòàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà L � îäíà èç 21

ãðóïï:

äëÿ t = 1: L3(3), L3(5), L3(7), L3(11), L3(13), L3(17), L3(19), L3(23), L4(2), L4(3),

äëÿ t = 2: L3(4), L3(9), L3(25), L4(4), äëÿ t = 3: L3(8), L3(27),

äëÿ t = 4: L3(16), L3(81), äëÿ t = 5: L3(32),

äëÿ t = 6: L3(64), äëÿ t = 7: L3(128).

Âû÷èñëèì äëÿ ýòèõ ãðóïï òî÷íîå çíà÷åíèå ïîðÿäêà |Out(L)| = 2(pt − 1, n)t è ïðîâå-

ðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ m(G) 6 2:

pt(n−1)(n−2)/2 < 4|Out(L)| = 8(pt − 1, n)t.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîâåðêè èç ñïèñêà èñêëþ÷àòñÿ 6 ãðóïï:

L3(11), L3(17), L3(23), L3(27), L3(81), L3(128).

Äëÿ îñòàâøèõñÿ 15 ãðóïï, èñïîëüçóÿ òàáëèöó 9, îöåíèì ÷èñëî

m(G) >
StL(1)

k(L)|Out(L)|
.

Ïðîâåðèâ ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà óñëîâèå m(G) 6 2, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,

÷òî öîêîëåì L ∼= Ln(q) ïî÷òè ïðîñòîé SM2-ãðóïïû G ìîãóò áûòü òîëüêî ãðóïïû: L3(2),

L3(3), L3(4), L3(8), L3(16). Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ýòèõ ãðóïï îòäåëüíî.

Ïóñòü L ∼= L3(2). Ïîðÿäîê ãðóïïû âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ |Out(L)| ðàâåí 2, ïî-

ýòîìó ãðóïïà G èçîìîðôíà L èëè åå ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ Aut(L) ∼= PGL2(7). Êàê óæå

áûëî äîêàçàíî â ãëàâå 2, L3(2) ∼= L2(7) � SM3-ãðóïïà, à PGL2(7) � SM2-ãðóïïà.

Åñëè L ∼= L3(3), òî ïîðÿäîê |Out(L)| òàêæå ðàâåí 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G èçî-

ìîðôíà ëèáî L, ëèáî Aut(L). Ñ ïîìîùüþ GAP áûëî âû÷èñëåíî, ÷òî mχ(L3(3)) = 11, à

mχ(Aut(L3(3))) = 12.

Ïóñòü L ∼= L3(4). Ãðóïïà âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ Out(L) óñòðîåíà íåñêîëüêî ñëîæ-

íåå. Cîãëàñíî [23], Out(L) èçîìîðôíà äèýäðàëüíîé ãðóïïå D12, à ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
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Aut(L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L3(4) oD12. Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè

ïðîñòîé áóäåò ãðóïïà G ñî ñòðîåíèåì LoH, ãäå H 6 D12. Ïåðå÷èñëèì òàêèå ãðóïïû:

Âî-ïåðâûõ, ýòî ñàìà ãðóïïà L, çàòåì 3 ãðóïïû L o C2 (îäíà èç íèõ PΣL3(4)), äâå

ãðóïïû LoC3 (îäíà èç íèõ PGL3(4)), äâå ãðóïïû LoC3oC2 (îäíà èç êîòîðûõ PΓL3(4)),

ãðóïïà Lo C6 è, íàêîíåö, Aut(L) ∼= LoD12.

Äëÿ ãðóïï L3(4), PGL3(4) è Aut(L3(4)) â GAP áûëî ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-

òàòû: mχ(L3(4)) = 13, mχ(PGL3(4)) = 22 è mχ(Aut(L3(4))) = 65. Äëÿ îñòàâøèõñÿ ïî÷òè

ïðîñòûõ ãðóïï ìîæíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó m(G) >
m(L)

c
, ãäå c = |G : L| � èíäåêñ L â G.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ýòèõ ãðóïï ÷èñëî m(G) âñåãäà áîëüøå äâóõ.

Ïóñòü L ∼= L3(8). Ãðóïïà Out(L) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 6, à Aut(L) ÿâëÿåòñÿ

ðàñøèðåíèåì L.C6. Ïî÷òè ïðîñòûìè ãðóïïàìè çäåñü áóäóò: L, L.C2, L.C3 è Aut(L). Òàê

êàê m(L) > 7, òî m(L.C2) > 3, à m(L.C3) > 2.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà G ∼= Aut(L3(8)). Âû÷èñëèì â GAP êëàññîâîå

÷èñëî: k(G) = 41. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü èíôîðìàöèåé èç òàáëèöû 9, ïîëó÷àåì:

m(G) =
ψ(1)

k(G)− 1
>

StL(1)

k(G)− 1
>

83

40
> 12.

Ïóñòü L ∼= L3(16). Òîãäà k(L) = 93, à |Out(L)| = 24. Â ãðóïïå L åñòü íåïðèâîäèìûé

õàðàêòåð χst íàèáîëüøåé ñòåïåíè st = (q+ 1)(q2 + q+ 1) = 4641 (ñì. òàáëèöó 6). Òîãäà äëÿ

ëþáîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû G ìû ïîëó÷àåì:

m(G) =
χst(1)

k(G)− 1
>

χst(1)

k(L)|Out(L)| − 1
=

4641

93 · 24− 1
> 2, 08.

Ãðóïïû Ln(pt), n > 6

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà n > 6. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííîé â ëåììå

3.1.1 îöåíêîé, çàïèøåì m(L) >
q(n−1)(n−2)/2

6n−1
, ãäå q = pt. Ïîýòîìó îöåíêà ñíèçó äëÿ m(G)

çàïèøåòñÿ òàê:

m(G) >
pt(n−1)(n−2)/2

6n−1|Out(L)|
=

pt(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2(pt − 1, n)t
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óæå ïðè n > 3, è òåì áîëåå ïðè n > 6, m(G) ïðèíèìàåò

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñëè t = 1. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

òàê:

m(G) >
p(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2(p− 1, n)
.
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Åñëè p > 2, òî:

m(G) >
3(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2n
>

3(n−1)(n/2−2)

2n−1 · 2n
=

(√
3n

18

) n−1
1

2n
.

Ïîñêîëüêó n > 6, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò ïðèíèìàòü ñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè

n = 7: (√
37

18

)6
1

14
> 21.

Ïóñòü òåïåðü p = 2. Â ýòîì ñëó÷àå:

m(G) >
2(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2n
=

2(n−1)(n/2−2)

3n−1 · 2n
=

(√
2n

12

)n−1
1

2n
.

Ïîñëåäíåå çíà÷åíèå áîëüøå 8, åñëè n > 9, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëó÷àè n = 7, 8.

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îöåíèòü m(G), â ñëó÷àå t > 1:

m(G) >
2(n−1)(tn/2−t−1)

3n−1 · 2nt
=

(√
2t(n−2)

6

)n−1
1

2tn
.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè t > 1 è n > 7, òî m(G) > 821.

Ïðîâåðèì òåïåðü ãðóïïû L7(2) è L8(2).

Åñëè L ∼= L7(2) èëè L8(2), òî |Out(L)| = 2(2− 1, n) = 2. Îöåíèì m(G):

m(G) >
m(L)

2
=
StL(1)

2k(L)
.

Åñëè L ∼= L7(2), òî k(L) = 117, à ñòåïåíü õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà StL(1) = 221, ïîýòîìó

m(G) >
221

117 · 2− 1
> 9000.

Åñëè æå L ∼= L8(2), òî k(L) = 246, à StL(1) = 228, ïîýòîìó m(G) > 546711.

Äîáàâèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ GAP óäàëîñü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ: mχ(L7(2).C2) = 372312,

è mχ(L8(2)) = 8826587.

Ãðóïïû Un(pt)

Ïîðÿäîê |Out(Un(pt))| ðàâåí 2(pt + 1, n)t.

Ïóñòü L ∼= Un(pt). Ïðè 2 < n 6 6, çà èêëþ÷åíèåì ãðóïï U4(2) è U5(2), âåðíà îöåíêà:

m(L) >
pt(n−1)(n−2)/2

2
.
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Äåéñòâóÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è äëÿ ãðóïï Ln(pt), çàïèøåì íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ

m(G):

m(G) >
pt(n−1)(n−2)/2

2|Out(L)|
=
pt(n−1)(n−2)/2

4(pt + 1, n)t

Âûïîëíèì ïðîâåðêó óñëîâèÿ m(G) 6 2. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ìû ïîëó÷èëè, ÷òî L ìîæåò

áûòü îäíîé èç ãðóïï: U3(2), U3(3), U3(5), U3(7), U3(8), U3(9), U3(11), U3(13), U3(16), U3(17),

U3(19), U3(23), U3(25), U3(27), U3(32), U3(64), U3(81), U3(128), U4(2), U4(3), U4(4). Êðîìå

òîãî, îñòàåòñÿ ãðóïïà U5(2).

Âû÷èñëèì |Out(L)| äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï è ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ n è p âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m(G) 6 2 :

pt(n−1)(n−2)/2 < 4|Out(L)| = 8(pt + 1, n)t.

Ïîñëå ïðîâåðêè èç ñïèñêà èñêëþ÷àþòñÿ ãðóïïû: U3(13), U3(19), U3(25), U3(27), U3(81),

U3(64), U4(4).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîêðàòèòü ñïèñîê îñòàâøèõñÿ ãðóïï, âîñïîëüçóåìñÿ èíôîðìàöèåé

î êëàññîâîì ÷èñëå îñòàâøèõñÿ ãðóïï èç òàáëèöû 10, è ïîäñòàâèì èõ â íåðàâåíñòâî:

m(G) >
St(1)

|Out(L)|(k(L)− 1)
.

Ïîñëå ïðîâåðêè óñëîâèÿ m(G) 6 2, ñïèñîê ãðóïï ñîêðàòèòñÿ äî: U3(3), U3(4), U3(5),

U3(8), U3(16), U4(2), U5(2). Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ýòèõ ãðóïï îòäåëüíî.

Ïóñòü L ∼= U3(3) ∼= PGU3(3). Òîãäà |Out(L)| = 2, à çíà÷èò, ïî÷òè ïðîñòûìè â

ýòîì ñëó÷àå áóäóò òîëüêî ãðóïïû U3(3) è Aut(U3(3)). Ñ ïîìîùüþ GAP ïîëó÷àåì, ÷òî

mχ(U3(3)) = 5, mχ(Aut(U3(3))) = 20.

Ïóñòü L ∼= U3(4). Òîãäà G áóäåò îäíîé èç ãðóïï: L, L o C2, Aut(L) ∼= PΓU3(4). Â

GAP ïîëó÷àåì, ÷òî: mχ(U3(4)) = 7, mχ((U3(4) o C2) = 26, mχ(Aut(U3(4))) = 101.

Ïóñòü L ∼= U3(5). Òîãäà G áóäåò îäíîé èç ãðóïï: L, PGU3(5), PΣU3(5), Aut(U3(3)) ∼=
∼= PΓU3(5). Äëÿ ýòèõ ãðóïï, èñïîëüçóÿ GAP, âû÷èñëèì:mχ(U3(5)) = 23,mχ(PGU3(5)) = 8,

mχ(PΓU3(5)) = 32. Äëÿ ãðóïïû G ∼= PΣU3(5) ïîäîéäåò îöåíêà: m(G) >
m(L)

2
=

125

13 · 2
> 4.

Ïóñòü L ∼= U3(8). Òîãäà |Out(L)| = 18. Èñïîëüçóåì çíà÷åíèå m(L) =
512

27
> 18. Äëÿ

ëþáîé ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû G, ñòðîãî ñîäåðæàùåéñÿ â Aut(U3(8)) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

m(G) > m/9 > 2. Â GAP âû÷èñëèì k(Aut(L)) = 47. Òîãäà m(G) >
St(1)

k(Aut(L))
=

512

47
> 10.

Ïóñòü L ∼= U3(16). Òîãäà |Out(L)| = 8 è â ãðóïïå L ñóùåñòâóåò (ñì. òàáëèöó 7)

õàðàêòåð χr2s ñòåïåíè r2s = 17215 = 4335. Åñëè G � SM2-ãðóïïà, òî äëÿ ëþáîãî åå
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íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ χ2(1) =
∑k(G)

i=1 ciχi(1), ãäå ci ∈ 0, 1, 2. Òîãäà

ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5.3: χ2
r2s(1) 6 2

√
|G|k(G). Âû÷èñëèì: χ2

r2s(1) = = 43352 > 18, 7 · 106 è

2
√
k(G)|G| 6 2

√
k(L)|L||Out(L)| < 8, 7 · 106. Îòñþäà âèäíî, ÷òî m(G) > 2.

Ïóñòü L ∼= U4(2). Ïîñêîëüêó |Out(L)| = 2, òî åäèíñòâåííàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà,

êðîìå L, çäåñü áóäåò Aut(L). Äëÿ ýòèõ ãðóïï ìû ïîëó÷àåì â GAP ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

mχ(U4(2)) = 21, mχ(Aut(U4(2))) = 14.

Ïóñòü L ∼= U5(2). Òîãäà |Out(L)| = 2, è çíà÷èò ïî÷òè ïðîñòûìè ãðóïïàìè òàê-

æå áóäóò ãðóïïû L è Aut(L). Ïðèìåíÿÿ GAP, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî mχ(U5(2)) = 125 à

mχ(Aut(U5(2))) = 497.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà n > 6. Äåéñòâóÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è äëÿ

ãðóïï Ln(pt) ìû ïîëó÷àåì, ïðè p > 2: m(G) > 21, à ïðè p = 2:

m(G) >
2t(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2(2t + 1, n)t
>

2t(n−1)(n−2)/2

6n−1 · 2nt

Äàëåå, åñëè t > 1, òî m(G) > 821. Äëÿ t = 1, m(G) > 8 ïðè n > 9. Òàêèì îáðàçîì, íàì

îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ãðóïïà L ∼= U7(2) èëè U8(2).

Âû÷èñëèì ïîðÿäîê |Out(L)| äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï è ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî

m(G) >
St(1)

k(L)|Out(L)|
.

Åñëè L ∼= U7(2) èëè U8(2), òî |Out(L)| = 2. Òîãäà, åñëè L ∼= U7(2), òî k(L) = 239, à

St(1) = 221, ïîýòîìó m(G) >
220

239
> 548, à åñëè L ∼= U8(2), òî k(L) = 520, à St(1) = 228,

ïîýòîìó m(G) > 258111.

Ãðóïïû Bn(pt)

Äëÿ ãðóïïû L ∼= Bn(pt) ïîðÿäîê |Out(L)| = (2, pt − 1)t, äëÿ n > 2. Åñëè L ∼= B2(2
t),

òî |Out(L)| = 2t. Â ïåðâîì ñëó÷àå, åñëè p � íå÷åòíîå, òî |Out(L)| = 2t, åñëè æå p � ÷åòíîå,

òî |Out(L)| = t.

Òîãäà:

m(G) >
m(L)

2t
=

1

2t

(
pt(n−1)

6

)n
.

Ïóñòü t = 1. Åñëè n = 2, òî óñëîâèå m(G) 6 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè p 6 12. Îöåíèì

÷èñëî m(G) äëÿ p = 2, 3, 5, 7, 11, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó m(G) >
St(1)

k(L) · |Out(L)|
. Îáðàòèìñÿ

ê òàáëèöå 11: åñëè p = 3, òî m(G) >
81

20 · 2
> 2, åñëè p = 5, òî m(G) >

625

34 · 2
> 9. Äåéñòâóÿ
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òàêèì æå îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè L ∼= B2(7), òî m(G) > 23, à åñëè L ∼= B2(11), òî

m(G) > 73.

Åñëè t = 1, à n = 3, òî èç óñëîâèÿ m(G) 6 2 ñëåäóåò, ÷òî p 6 3, ñëåäîâàòåëüíî,

òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà äëÿ q = 2 è 3. Â ñèëó òîãî, ÷òî |Out(B3(2))| = 1, Aut(B3(2))∼= B3(2).

Ìû ïîëó÷èëè â GAP, ÷òî mχ(B3(2)) = 91.

Ïîñêîëüêó m(B3(3)) > 202, à |Out(B3(3))| = 2, òî m(Aut(B3(3))) > 100.

Åñëè æå t = 1, à n > 4, òî íåðàâåíñòâî
1

2

(
p3

6

)4

6 2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ p 6 2,

ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òîëüêî ãðóïïó Aut(B4(2)). Ïîñêîëüêó |Out(L)| = 1, òî

Aut(B4(2)) ∼= B4(2), à ãðóïïà B4(2), êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ãëàâå 3, íå SM809-ãðóïïà.

Ïóñòü t = 2. Èç íåðàâåíñòâà m(G) =
1

4

(
p2n−2

6

)n
6 2 ïðè n = 2 ñëåäóåò, ÷òî p 6 4.

Ïðè n > 3, íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîñòûõ p > 1.

Ïóñòü t = 3. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî m(G) =
1

6

(
p3n−3

6

)n
6 2, èç

êîòîðîãî, ïðè n = 2 ñëåäóåò, ÷òî p 6 2. Äëÿ n > 3 ñëåäóåò, ÷òî p 6 1.

Ïóñòü t = 4. Òîãäà çíà÷åíèå m(G) =
1

8

(
p4n−4

6

)n
áóäåò íå áîëüøå 2, åñëè n 6 2 èëè

p 6 2.

Íàêîíåö, ïðè t > 5 íåðàâåíñòâî m(G) 6 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè n > 2, p 6 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè îñòàþòñÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

ãðóïï: B2(4), B2(8), B2(9) è B2(16). Îöåíèì çíà÷åíèå m(G), åñëè L � îäíà èç ýòèõ ãðóïï.

ÄëÿB2(4),m(G) >
256

27 · 4
> 2. ÄëÿB2(8),m(G) >

4096

83 · 6
> 8. ÄëÿB2(9),m(G) >

6561

74 · 4
> 22.

Äëÿ B2(16), m(G) >
65536

291 · 8
> 28.

Ãðóïïû Cn(pt).

Ïóñòü L ∼= Cn(pt), n > 2. Òàê êàê |Out(L)| = (2, pt − 1)t 6 2t, òî

m(G) >
m(L)

2t
=

1

2t

(
pt(n−1)

6

)n
.

Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ t, p è n çíà÷åíèå m(G) íå áîëüøå 2. Ïóñòü t = 1. Òîãäà ïðè n = 3, 4,

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû p áûëî íå áîëüøå 3, à äëÿ n > 5 íåðàâåíñòâî m(G) > 2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ëþáûõ p > 1. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëèñü ñëó÷àè, êîãäà L èçîìîðôíà C3(2), C3(3) èëè C4(2).

Òàê êàê C3(2) ∼= B3(2), C4(2) ∼= B4(2) òî mχ(Aut(C3(2))) = 91, mχ(Aut(C4(2))) > 809.

Â ñâîþ î÷åðåäü, mχ(C3(3)) > 265, ñëåäîâàòåëüíî, mχ(Aut(C3(3))) > 132.

Åñëè t > 1, òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå m(G) = 4 áóäåò ïðè p = 2, n = 3.
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Ãðóïïû Dn(pt).

Ïóñòü L ∼= Dn(pt). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n = 4, |Out(L)| = 6(4, p4t − 1)t. Åñëè p > 2, òî

|Out(L)| 6 24t, è äëÿ m(G) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

m(G) >
m(L)

24t
=

p9t

24t · 63
>

39

24 · 63
> 3.

Åñëè p = 2, òî |Out(L)| = 6t, è òîãäà

m(G) >
m(L)

6t
=

29t

6t · 63
.

Ïðè t > 1 âûïîëíÿåòñÿ m(G) > 101. Åñëè æå t = 1, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü äàííûìè

òàáëèöû 8, ïîëó÷àåì îöåíêó: m(G) >
212

53 · 6
> 12.

Åñëè n > 4, òî Out(L) = 2(4, ptn − 1)t. Ïðè p > 2, |Out(L)| 6 8t. Â ýòîì ñëó÷àå

m(G) >
m(L)

8t
=

pt(n−1)
2

8t · 6n−1
=

1

8t

(
pt(n−1)

6

)n−1
.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò ïðè t = 1, p = 3 è n = 5. Òàêèì îáðàçîì,

m(G) >
19683

664
> 307

Ïóñòü p = 2. Òîãäà |Out(L)| = 2t, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü m(G) êàê:

m(G) >
m(L)

2t
=

2t(n−1)
2

2t · 6n−1
=

1

2t

(
2t(n−1)

6

)n−1
.

Ïîíÿòíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò ïðè t = 1 è n = 5. Òàêèì

îáðàçîì, m(G) >
2048

81
> 25.

Äëÿ ãðóïïû L ∼= 2Dn(pt) èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî |Out(L)| = 2(4, ptn + 1)t. Ïðè p = 2

ïîëó÷àåì |Out(L)| = 2t, è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà äëÿ m(G) òàêàÿ æå, êàê è â ñëó÷àå

L ∼= Dn(2), ïðè n > 4: m(G) > 25. Åñëè æå p > 2, òî |Out(L)| 6 8t, è òîãäà m(G) > 307

(êàê è â ñëó÷àå L ∼= Dn(pt), ïðè n > 4). Ëåììà äîêàçàíà.

4.2 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì

èñêëþ÷èòåëüíîé ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà

Ëåììà 4.2.1. Ñðåäè ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì èñêëþ÷èòåëüíîé ïðî-

ñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà, íå ñóùåñòâóåò SM2-ãðóïï.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïû E6(p
t), 2E6(p

t), E7(p
t), E8(p

t)

Ïóñòü L ∼= E6(p
t). Òîãäà |Out(L)| = 2(3, pt − 1)t 6 6t, è m(G) ìîæíî îöåíèòü òàê:

m(G) >
m(L)

6t
=

p30t

66 · 6t
=

p30t

67 · t
.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèåm(G) áóäåò ïðè t = 1, ÷òî â 6 ðàç ìåíüøåm(L). Òî åñòüm(G) > 3835.

Åñëè L ∼= 2E6(p
t), òî |Out(L)| = 2(3, pt + 1)t 6 6t. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäó-

ùåìó, m(G) > 3835.

Åñëè L ∼= E7(p
t), òî |Out(L)| = (2, pt − 1)t.

Åñëè p = 2, òî |Out(L)| = t, è òîãäà:

m(G) >
m(L)

t
=

256t

67 · t
=

256t−7

37 · t
> 2, 57 · 1011.

Åñëè æå p > 2, òî |Out(L)| = 2t, è

m(G) >
m(L)

2t
=

256t

67 · 2t
=

256t−8

37 · t
> 1, 28 · 1011.

Ïóñòü L ∼= E8(p
t). Ïîñêîëüêó |Out(L)| = t, òî m(G) >

p112t

68 · t
> 3, 09 · 1027.

Ãðóïïà G2(q)

Ïóñòü L ∼= G2(p
t). Åñëè p = 3, òî |Out(L)| = 2t. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè t > 1

m(G) >
m(L)

2t
=

34t

36 · 2t
=

34t−2

8t
> 45.

Åñëè æå t = 1, òî, ïîñêîëüêó m(G2(3)) > 33, òî m(G) > 33/2 > 16.

Ïóñòü p 6= 3. Òîãäà |Out(L)| = t, è äëÿ m(G) ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ îöåíêà:

m(G) >
m(L)

3t
=
p4t

36t
.

Ïðè p > 5 ÷èñëî m(G) áóäåò áîëüøå 17. Åñëè p = 2, òî äëÿ t > 1 âûïîëíÿåòñÿ m(G) > 3.

Îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé � ãðóïïà Aut(G2(2)) ∼= Aut(U3(3)) ∼= ∼= PΓU3(3). Äëÿ íåå

mχ(Aut(G2(2))) = 20.

Ãðóïïà 2B2(2
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2B2(2
2n+1). Òîãäà |Out(L)| = 2n+ 1 è ÷èñëî m(G) ìîæíî îöåíèòü òàê:

m(G) >
22n+4

9(2n+ 1)
> 5, ïðè n > 2.
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Ãðóïïà F4(q)

Ïóñòü L ∼= F4(p
t). Äëÿ íåå |Out(L)| = (2, p)t, ÷òî ïðè p 6= 2 äàåò îöåíêó äëÿ m(G):

m(G) >
p20t

64 · t
> 2690420. Åñëè æå p = 2, òî m(G) >

220t

64 · t
> 809.

Ãðóïïà 3D4(q)

Ïóñòü L ∼= 3D4(p
t). Òîãäà |Out(L)| = 3t, îòêóäà m(G) >

p8t

9t
> 28.

Ãðóïïà 2G2(3
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2G2(3
2n+1). Òàê êàê |Out(L)| = 2n+ 1, òî m(G) >

34n+3

4(2n+ 1)
> 20.

Ãðóïïà 2F4(2
2n+1)

Ïóñòü L ∼= 2F4(2
2n+1). Òîãäà |Out(L)| = 2n+ 1, è m(G) >

220n+12

7(2n+ 1)
> 2 · 108.

Èçâåñòíî, ÷òî |Out(2F4(2)′)| = 2, ïîýòîìó äëÿ íåå m(G) > 93/2 > 46.

Ëåììà äîêàçàíà.

4.3 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì

çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå

Ëåììà 4.3.1. Ñðåäè ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì An, n > 5, SM2-ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ

òîëüêî ãðóïïû A5, S5 è PGL2(9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå n > 5, n 6= 6, Aut(An) ∼= Sn. Ïóñòü n > 5 è n 6= 6. Ïîñêîëüêó ó

ãðóïïû Sn êðîìå åå ñàìîé íåò ïîäãðóïï, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ An, òî ñðåäè ïî÷òè ïðîñòûõ

ãðóïï íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî Sn. Ïóñòü χ0 è ψ0 � õàðàêòåðû ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ó

ãðóïï An è Sn. Èõ ñòåïåíè χ0(1) è ψ0(1) áóäóò ðàâíû, åñëè îíè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé

æå íåñèììåòðè÷íîé äèàãðàììå Þíãà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå χ0(1) < ψ0(1). Òîãäà, åñëè Sn

� SM2-ãðóïïà, òî ψ0(1) 6 2(k(Sn) − 1), îòêóäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî k(Sn) = p(n), ìû ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî:

χ0(1) < 2p(n). (6)

Åñëè n > 12, òî, C ó÷åòîì ïðåäëîæåíèé 2 è 3, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

n! < 16p(n)3 < 16 · (3/2)3n · (2 ·
√

3)−3/2 < 2, 49 · (3/2)3n < 2, 49 · 22n
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Ïóñòü n = 13. Òàê êàê 13! > 232, òî ìû ïîëó÷àåì: 232 < 2, 49 · 226, ïðîòèâîðå÷èå.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè n > 13 ýòî íåðàâåíñòâî òàêæå íåâåðíî.

Äëÿ n = 7, .., 12 îáðàòèìñÿ ê òàáëèöå 1. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ p(n) è èíôîðìàöèþ î

ñòåïåíè õàðàêòåðà χ0(1), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè n > 6 íåðàâåíñòâî (6) íå áóäåò âåðíûì.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòè ñëó÷àè îòïàäàþò.

Ïóñòü n = 5. Ãðóïïà S5
∼= PGL2(5) è, òîãäà mχ(S5) = 2. Ñëó÷àé n = 6 áûë ðàññìîò-

ðåí â ãëàâå 3. Ëåììà äîêàçàíà.

4.4 Ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì

ñïîðàäè÷åñêîé ãðóïïå

Ëåììà 4.4.1. Íè îäíà èç ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì ñïîðàäè÷åñêîé

ãðóïïå, íå ÿâëÿåòñÿ SM20-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè â òàáëèöå 12, äëÿ ãðóïïû L, èçîìîðôíîé

îäíîé èç ãðóïï:M12,M22, J2, J3, Fi22, Fi′24, Suz, He, HS,McL, HN , O′N , ïîðÿäîê |Out(L)|

ðàâåí 2. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî åñëè G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öîêîëåì

L, òî G ∼= L èëè G ∼= Aut(L). Ñ ïîìîùüþ GAP áûëè âû÷èñëåíû SM-õàðàêòåðèñòèêè

ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ (ñì. òàáëèöó 15). Êàê îêàçàëîñü, äëÿ êàæäîé èç

ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï mχ(G) > 28.

Äëÿ îñòàëüíûõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï |Out(L)| = 1, ïîýòîìó ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïîé

ñ öîêîëåì L áóäåò òîëüêî ñàìà ãðóïïà L. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðåâ âñå êîíå÷íûå ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåðíà:

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà. Òîãäà îíà èçîìîðôíà

ãðóïïå PGL2(q) èëè A5.
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5 Íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû

Íàøà çàäà÷à � âûÿñíèòü, êàêèì áóäåò ñòðîåíèå íåðàçðåøèìîé SM2-ãðóïïû G.

Ðàññìàòðèâàÿ ãðóïïû íåáîëüøîãî ïîðÿäêà, óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî íåàáåëåâûìè

êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè òàêîé ãðóïïû G áóäóò òîëüêî ãðóïïû, èçîìîðôíûå L2(q).

Êàê óæå áûëî äîêàçàíî â ãëàâå 4 (òåîðåìà 4.4.2), ïî÷òè ïðîñòûìè SM2-ãðóïïàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ òîëüêî ãðóïïû PGL2(q) èëè A5
∼= L2(4) ∼= L2(5), ïîýòîìó ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ïîõîæèì ñòðîåíèåì îáëàäàþò íåðàçðåøèìûå ãðóïïû è â îáùåì ñëó÷àå.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äåéñòâîâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû, êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ó êîòîðûõ îòëè÷íû îò

àáåëåâûõ ãðóïï è L2(q). Âûáåðåì ñðåäè íèõ ãðóïïó G íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà. Äàëåå â ýòîé

ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G � èìåííî ýòîò êîíòðïðèìåð.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 5.0.3. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SM2-ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà è N � åå

ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà:

1. N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, òî åñòü N � öîêîëü

ãðóïïû G.

2. N ∼= L1 × · · · × Lm, ãäå Li èçîìîðôíû ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå L.

3. G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ñïëåòåíèÿ Aut(L) o S, ãäå S � ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû Sm, äåéñòâóþùàÿ òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ

ïîäãðóïï ãðóïïû N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ôàêòîðãðóïïû, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.1 ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû. Ïîýòîìó, åñëè G � êîíòðïðèìåð íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, òî

ôàêòîðãðóïïà G/N áóäåò SM2-ãðóïïîé (ñì. ëåììó 1.5.7), ó êîòîðîé íåàáåëåâû ôàêòîðû

èçîìîðôíû L2(q). Åñëè G èìååò ïàðó ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï M

è N , òî, ïîñêîëüêó

G ∼= G/(M ∩N) 6 G/M ×G/N,

òî è ñàìà ãðóïïà G íå ñîäåðæèò íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ îòëè÷íûõ îò L2(q).

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G èìååò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N ,

ò.å. N � öîêîëü G.
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Òàê êàê CG(N) íîðìàëüíà â G, à CG(N) ∩ N = Z(G) � ðàçðåøèìàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî CG(N)∩N = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, CG(N) = 1, è çíà÷èò, G ⊆ Aut(N).

Î÷åâèäíî, ÷òî N � õàðàêòåðèñòè÷åñêè ïðîñòàÿ ãðóïïà:

N = L1 × L2 × · · · × Lm,

ãäå Li � èçîìîðôíûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêè ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóï-

ïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñïëåòåíèÿ Aut(L) o S, ãäå L ∼= L1 � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà,

à S � ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, äåéñòâóþùàÿ òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå

ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû N . Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîäîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ [6], [5].

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé êîíòðïðèìåð èìååò âïîëíå îïðåäåëåííîå ñòðîå-

íèå. Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ áóäåò ðàññìîòðåíà SM2-ãðóïïà G 6 Aut(N), ãäå N ∼=
∼= L1 × · · · × Lm, à L ∼= Li � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Ïðè ýòîì, Aut(N) ∼= A o S, ãäå

A= Aut(L), à S � ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sm. ×åðåç χ0 áóäåì îáîçíà÷àòü

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû L, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ñòåïåíü.

Ëåììà 5.0.4. Ïóñòü G � SM2-ãðóïïà. Òîãäà

χ0(1) < c · |Out(L)| · k(L), (7)

ãäå c = (2 · k(S))1/m, à k(S) � êëàññîâîå ÷èñëî ãðóïïû S.

Åñëè m > 2, òî c 6 3
√

6 < 1, 82 è c = 2, åñëè m = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóöèÿ, êîãäà m > 2. Òîãäà

k(G) 6 k(S)(|Out(L)|k(L))m.

Òàê êàê χ0 � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû L, òî Θ0 = χm0 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì

õàðàêòåðîì ãðóïïû N . Ïðè ýòîì, ïî òåîðåìå âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà:[
ΘG

0 |N ,Θ0

]
N

=
[
ΘG

0 ,Θ
G
0

]
G
> 0.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Φ0 ãðóïïû G, ÷òî îãðàíè÷åíèå Φ0|N
ñîäåðæèò Θ0. Â ÷àñòíîñòè, Φ0(1) > χ0(1)m. Èñïîëüçóÿ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â ëåììå 1.5.2,

ïîëó÷àåì

χ0(1)m 6 Φ0(1) 6 2 · k(G) 6 2 · k(S)(|Out(L)|k(L))m.
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Èçâëåêàÿ êîðåíü ñòåïåíè m èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, íàõîäèì, ÷òî

χ0(1) 6 (2 · k(S))1/m|Out(L)| · k(L). (8)

Åñëè m = 2, òî k(S) 6 k(Sm) = 2 è íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ êàê

χ0(1) 6 2 · |Out(L)| · k(L).

Ïóñòü m > 2. Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.4,

c = (2 · k(S))1/m 6 (2 · 3(m−1)/2)1/m

Âûíåñåì
√

3 èç êîðíÿ ñòåïåíè m:

c 6

(
2 ·
√

3m√
3

) 1
m

=
√

3

(
2√
3

) 1
m

6
√

3

(
2√
3

) 1
3

=
3
√

6 < 1, 82.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîäõîäÿò, åñëè G � SMr-ãðóïïà. Â ýòîì ñëó-

÷àå: χ0(1) < c · |Out(L)| · k(L), ãäå c = (r · k(S))1/m.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (8), ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèõ ïðîñòûå ãðóïïû

L ìîãóò âõîäèòü â öîêîëü ãðóïïû G.

Òåîðåìà 5.0.5. Ïóñòü G � SM2-ãðóïïà, m 6 2. Òîãäà L èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ

ãðóïï: L2(q), A7, L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8), U3(16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m = 1, òî G � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öîêîëåì L. Êàê áûëî

äîêàçàíî â ãëàâå 4, G � ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà, åñëè G 6 Aut(L2(q)). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî L ∼= L2(q).

Ïóñòü òåïåðü m = 2. Íåðàâåíñòâî (8) ïðèìåò âèä:

χ0(1) 6 2 · |Out(L)| · k(L). (9)

Åñëè L � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, òî L � ýòî ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà, çíàêî-

ïåðåìåííàÿ ãðóïïà An, n > 5, èëè îäíà èç 26 ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï. Ðàññìîòðèì

êàæäûé èç ñëó÷àåâ îòäåëüíî.

Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû
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Åñëè n > 6, òî |Out(L)| = 2, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (9) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

χ0(1) 6 4 · k(L). (10)

Ïóñòü n > 12. Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3, k(L) 6 k(Sn) < (3/2)n·(2·
√

3)−1/2 è íåðàâåíñòâî

(10) ïðèìåò âèä χ0(1) < 4 · (3/2)n · (2 ·
√

3)−1/2.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.7, χ0(1) > |L|1/3 = (n!/2)1/3, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå íåðàâåíñòâî: (
n!

2

)1/3

< 4 ·
(

3

2

)n
· (2 ·

√
3)−1/2

èëè n! < 19, 9 · (3/2)3n, à ïîñêîëüêó 33 < 25, òî

n! < 19, 9 · (3/2)3n < 19, 9 · 22n < 22n+5.

Ïóñòü n = 13. Òîãäà 13! = 210 ·35 ·52 ·7 ·11 ·13 > 219 ·3 ·52 ·11 ·13 > 225 ·3 ·5 ·11 > 232, îòêóäà

ïîëó÷àåì, ÷òî 232 < 13! < 22·13+5 = 231, ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé n = 13 íå

ïîäõîäèò. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè n > 13 íåðàâåíñòâî n! < 22n+5 òàêæå íåâåðíî.

Ïóñòü 7 6 n 6 12. Âûïîëíèì ïðîâåðêó íåðàâåíñòâà

χ0(1) < 4, 365 · k(L).

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè NrConjugacyClasses â GAP âû÷èñëèì êëàññîâîå ÷èñëî ãðóïïû An

ïðè 7 6 n 6 12. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñïèñîê çíà÷åíèé [9, 14, 18, 24, 31, 43] (ñì. òàáëèöó

1). Ôóíêöèÿ CharacterDegrees âîçâðàùàåò ñïèñîê ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ

ãðóïïû. Äëÿ ãðóïï An, ïðè 7 6 n 6 12, ïîëó÷àåì ñïèñîê: [35, 70, 216, 567, 2310, 5775].

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (10) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n > 8.

Äëÿ äàëüíåéøåé ïðîâåðêè îñòàþòñÿ ãðóïïû: A5, A6, A7.

Ñïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (9) â âèäå χ0(1)2 < 4 · |Out(L)|2 · k(L)2, à ïîñêîëüêó

|L| =
∑

χ∈Irr(L)

χ(1)2 6 k(L)χ0(1)2,

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óñëîâèå:

|L| < 4 · |Out(L)|2k(L)3. (11)
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Ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ |L|, |Out(L)| è k(L) äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ

ãðóïï (ñì. òàáëèöó 12) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó (11). Òàêèì îáðàçîì, ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû èñêëþ÷àþòñÿ.

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðà χ0 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåð Ñòåéí-

áåðãà. Çíà÷åíèÿ St(1), |Out(L)| è îöåíêè k(L) âçÿòû èç òàáëèö 8�11.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà

Ïóñòü L ∼= E6(p
t), òîãäà |Out(L)| = 2(3, pt − 1)t 6 6t, k(L) 6 66 · p6t à StL(1) = p36t.

Íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p36t 6 2 ·6t ·66 ·p6t èëè p30t 6 559872 · t. ßñíî, ÷òî íåðàâåíñòâî

íå ñïðàâåäëèâî íè ïðè êàêèõ p è t.

Åñëè L ∼= 2E6(p
t), òî |Out(L)| = 2(3, pt + 1)t 6 6t, k(L) 6 66 · p6t à StL(1) = p36t. Ýòîò

ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Åñëè L ∼= E7(p
t), òî |Out(L)| = (2, pt − 1)t 6 2t, StL(1) = p63t, k(L) 6 67 · p7t. Òîãäà

p63t 6 2 · 2t · 67 · p7t èëè p56t 6 1119744 · t, ÷òî íåâåðíî.

Ïóñòü L ∼= E8(p
t). Ïîñêîëüêó |Out(L)| = t, StL(1) = p120t, a k(L) 6 68 · p8t, òî

íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p120t 6 2 · t · 68 · p8t èëè p112t 6 3359232 · t. Ýòî íåðàâåíñòâî

òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ p è t.

Ïóñòü L ∼= G2(p
t). Òîãäà StL(1) = p6t, |Out(L)| = (3, p) · t 6 3t, k(L) 6 36p2t. Íåðàâåí-

ñòâî ïðèìåò âèä: p6t 6 2 · 3t · 36p2t èëè p4t 6 216 · t. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

ñïðàâåäëèâî ïðè p = 2, åñëè t = 1 èëè 2, è ïðè p = 3, åñëè t = 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ îñòàþòñÿ ãðóïïû G2(2), G2(3), G2(4). Ãðóïïà G2(2) íå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé. Åå êîììóòàíò G2(2)′ ∼= U3(3) ðàññìîòðèì ïîçäíåå. Åñëè L ∼= G2(3), òî k(L) = 23,

è, â ýòîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì 36 6 2 · 3 · 23 = 138, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Åñëè L ∼= G2(4),

òî k(L) = 32, è íàøå íåðàâåíñòâî áóäåò çàïèñûâàòüñÿ òàê: 212 6 2 · 2 · 32 = 128, ÷òî òîæå

íåâåðíî. Òî åñòü ãðóïïû G2(3) è G2(4) èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü L ∼= 2B2(2
2n+1). Òîãäà |Out(L)| = 2n + 1, StL(1) = 24n+2, è k(L)= 22n+1 + 3.

Íåðàâåíñòâî (9) ìîæíî çàïèñàòü êàê:

24n+2 6 2 · (2n+ 1) · (22n+1 + 3)

èëè

22n+1 6 2 · (2n+ 1) · (1 + 3/22n+1).
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Ïîñëåäíåå âåðíî òîëüêî ïðè n = 0 è 1. Ãðóïïà 2B2(2) ðàçðåøèìà, ïîýòîìó îíà èñêëþ÷àåò-

ñÿ. Îñòàåòñÿ ãðóïïà 2B2(8). Åùå ðàç èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (9), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ó ãðóïïû

2B2(8) èìååòñÿ õàðàêòåð ñòåïåíè 91: 91 6 2 · 3 · 11. Âèäíî, ÷òî è ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïóñòü L ∼= F4(p
t). Äëÿ íåå |Out(L)| = (2, p)t 6 2t, StL(1) = p24t, k(L) 6 64 · p4t. Ìû

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p24t 6 2 · 2t · 64 · p4t èëè p20t 6 5184t, êîòîðîå íåâåðíî íè ïðè êàêèõ

p è t. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû F4(p
t) èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü L ∼= 3D4(p
t). Òîãäà |Out(G)| = 3t, StL(1) = p12t. Åñëè pt = 2, òî k(L) = 35, à

åñëè q = pt > 2, òî

k(L) = q4 + q3 + q2 + q + 6 = q2(q2 + q + 1) + q + 66 q2(q2 + 2q) + 4q = 2q4 + 4q < 3q4.

Ïóñòü pt = 2. Òîãäà 212 6 2·3·35 èëè 212 6 210, ÷òî íåâåðíî. Åñëè pt > 2, òî p12t 6 2·3t·3·p4t

èëè p8t 6 18t, ÷òî òàêæå íåâåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, è ãðóïïû 3D4(p
t) èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü L ∼= 2G2(3
2n+1), n > 1. Òîãäà |Out(L)| = 2n + 1, StL(1) = 33(2n+1), à k(L) =

= 32n+1 + 8 < 32n+1 + 9 6 4 · 32n. Íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: 36n+3< 2 · (2n+ 1) · 4 · 32n èëè

34n+3 < 8 · (2n + 1), ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ n > 0. Ãðóïïû 2G2(3
2n+1) òàêæå

èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü L ∼= 2F4(2
2n+1). Òîãäà |Out(L)| = 2n + 1, StL(1) = 212(2n+1), à êëàññîâîå ÷èñëî

k(L)= 22(2n+1) + 4 · 22n+1 + 17. Åñëè n = 0, òî StL(1) = 212, k(L) = 22, à |Out(L)| = 2. Åñëè

n > 1, òî k(L) = 24n+2 + 22n+3 + 17 < 24n · 5 + 22n · 9 < 24n+3. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

íåðàâåíñòâî (9) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ n.

Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà

Ïóñòü L ∼= Ln(pt), n > 3, òîãäà |Out(L)| = 2(pt − 1, n)t, k(L) 6 (6pt)n−1, à StL(1) =

= ptn(n−1)/2.

Òàêæå ñóùåñòâóåò äðóãàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà êëàññîâ ãðóïïû Ln(q): åñëè 3 6 n 6 6,

òî k(L) 6 2pt(n−1).

Åñëè n = 3 òî íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p3t 6 2 · 6t · 2 · p2t. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîëó÷èì pt 6 24t. Ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ p è t äëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäóò òàêèìè:

ïðè t = 1, p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,

ïðè t = 2, p = 2, 3, 5,

ïðè t = 3, 4, p = 2, 3, è

ïðè t = 5, 6, 7, p = 2.
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Åñëè n = 4 òî íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p6t 6 2 · 8t · 2 · p3t. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîëó÷èì p3t 6 32t. Ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ p è t äëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäóò òàêèìè: ïðè

t = 1, p = 2, 3, à ïðè t = 2, p = 2.

Åñëè n = 5, 6, òî, êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäõîäÿùèõ p è t íåò.

Ïóñòü n > 7. Âûïèøåì íåðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå:

ptn(n−1)/2 6 2 · 2(pt − 1, n)t · (6pt)n−1 èëè pt(n−1)(n−2)/2 6 2 · 2(pt − 1, n)t · 6n−1.

Åñëè n = 7, òî ïîëó÷àåì p21t 6 2·2·7t·66 = 1306368t. Ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ

íè ïðè êàêèõ p è t, òî æå âåðíî è äëÿ n > 7.

×òîáû îòñåÿòü ëèøíèå ãðóïïû èç ïîëó÷åííîãî ñïèñêà, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ |Out(L)|

äëÿ êàæäîãî èç n, p, t è ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî (9).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè îñòàíóòñÿ ãðóïïû L3(q),

äëÿ q = 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 16, 19, 25, 32, 64 è ãðóïïà L4(2). Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ

GAP NrConjugacyClassesPSL, âû÷èñëèì êëàññîâîå ÷èñëî äëÿ êàæäîé èç ïðåäñòàâëåííûõ

ãðóïï

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà StL(1) 6 2 · |Out(L)| · k(L).

Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî áóäåò âåðíûì åñëè L � îäíà èç ãðóïï: L3(2), L3(3), L3(4),

L3(8), L3(16).

Äëÿ îñòàâøèõñÿ ãðóïï áóäåì èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòåïåíè

õàðàêòåðà χ0(1): äëÿ L3(3) χ0(1) = 39, äëÿ L3(4) χ0(1) = 64, äëÿ L3(8) χ0(1) = 657, äëÿ

L3(16) χ0(1) = 4641. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â íåðàâåíñòâî (9), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

òàêîé ñïèñîê ãðóïï: L3(2) ∼= L2(7), L3(3), L3(4), L3(8).

Ïóñòü L ∼= Un(pt), n > 3, òîãäà |Out(L)| = 2(pt + 1, n)t, k(L) 6 (6pt)n−1, à StL(1) =

= ptn(n−1)/2.

Åñëè 3 6 n 6 6, òî, çà èñêëþ÷åíèåì U4(2) è U5(2) êëàññîâîå ÷èñëî ìîæíî îöåíèòü

òàê: k(G) 6 2qn−1.

Ïðè n = 3 íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p3t 6 2 · 6t · 2 · p2t èëè pt 6 24t. Òàêæå, êàê è

äëÿ ãðóïï Ln(q), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ p è t:

ïðè t = 1, p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,

ïðè t = 2, p = 2, 3, 5,

ïðè t = 3, 4, p = 2, 3, è

ïðè t = 5, 6, 7, p = 2.
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Åñëè n = 4 òî íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä: p6t 6 2 · 8t · 2 · p3t. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîëó÷èì p3t 6 32t. Ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ p è t äëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäóò òàêèìè: ïðè

t = 1, p = 2, 3, à ïðè t = 2, p = 2.

Ïî àíàëîãèè ñ ãðóïïàìè Ln(q) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n > 5, 6 ïîäõîäÿùèõ p è t íå

ñóùåñòâóåò. Íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òîëüêî ãðóïïó U5(2).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ |Out(L)| äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë n, p, t è ïîäñòàâèì

â íåðàâåíñòâî (9). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè îñòàíóòñÿ

ãðóïïû U3(q), äëÿ q = 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 16, 17, 23, 32, 128, è ãðóïïû L4(2) è L5(2). Ãðóïïà

U3(2) ðàçðåøèìàÿ, ïîýòîìó îíà èñêëþ÷àåòñÿ.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ GAP NrConjugacyClassesPSU, âû÷èñëèì êëàññîâîå ÷èñ-

ëî äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà StL(1) 6 2 · |Out(L)| · k(L).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî áóäåò âåðíûì, åñëè L � îäíà èç ãðóïï: U3(3),

U3(4), U3(5), U3(8), U3(9), U3(16), U4(2).

Âîñïîëüçóåìñÿ èíôîðìàöèåé î ñòåïåíè õàðàêòåðà χ0 äëÿ ïîëó÷åííûõ ãðóïï: äëÿ

U3(3) χ0(1) = 32, äëÿ U3(4) χ0(1) = 75, äëÿ U3(5) χ0(1) = 144, äëÿ U3(8) χ0(1) = 576, äëÿ

U3(9) χ0(1) = 800, äëÿ U3(16) χ0(1) = 4335, è äëÿ U4(2) χ0(1) = 81. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ

â íåðàâåíñòâî (9), óáåäèìñÿ, ÷òî ñïèñîê ñîêðàòèëñÿ äî ãðóïï: U3(3), U3(4), U3(5), U3(8),

U3(16).

Ïóñòü L ∼= Bn(q) èëè Cn(q), q = pt. Çà èñêëþ÷åíèåì B2(2), ýòè ãðóïïû ïðîñòûå.

Êðîìå òîãî, B2(q) ∼= C2(q) è Bn(2m) ∼= Cn(2m). Ñòåïåíü õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà St(1) = qn
2
,

êëàññîâîå ÷èñëî ìîæíî îöåíèòü êàê k(L) 6 (6q)n, à |Out(L)| = 2t, åñëè q = 2t è |Out(L)| =

= (2, q − 1)t 6 2t â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåðàâåíñòâî (9) áóäåò èìåòü âèä: qn
2
6 2 · 2t · (6q)n èëè qn(n−1) 6 4t · 6n.

Ïóñòü n > 4. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî êàê: q(n−1) = pt(n−1) 6 n
√

4t · 6 < 8, 49t. Âèäíî, ÷òî

ïðè n = 4 ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè p = 2, t = 1, à ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ

n, ïîäõîäÿùèõ p > 1 è t > 0 íå ñóùåñòâóåò. Äàëåå, k(B4(2)) = 81, ïîýòîìó, ïîäñòàâèâ ýòî

çíà÷åíèå â íåðàâåíñòâî (9), óáåæäàåìñÿ, ÷òî è ýòà ãðóïïà èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïóñòü n = 3. Òîãäà q9 6 2 · 2t · 63 · q3, ò.å. q6 6 864 · t, îòêóäà q 6 3.

Äëÿ ãðóïïû L ∼= B3(2), êëàññîâîå ÷èñëî k(L) = 30, à |Out(L)| = 1. Èç ïðîòèâîðå÷èÿ

29 6 2 · 1 · 30 = 60 äåëàåì âûâîä, ÷òî ãðóïïà B3(2) èñêëþ÷àåòñÿ.
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Åñëè L ∼= B3(3) èëè C3(3), òî k(L) = 98. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (9) ïðèìåò âèä:

39 < 2 · 2 · 98 = 392, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî, ïîýòîìó è óêàçàííûå ãðóïïû èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü n = 2. Òîãäà íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ òàê: q4 6 2 · 2t · (6q)2 èëè p2t 6 144 · t.

Åñëè t = 1, òî p2 6 144, òî åñòü p ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 3, 5, 7, 11. Òàêèì æå îáðàçîì

ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè t = 2, òî p = 2, 3, à ïðè t > 3, åäèíñòâåííîå ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå p = 2

áóäåò ïðè t = 3, 4. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ãðóïïû B2(3), B2(4), B2(5), B2(7), B2(8), B2(9),

B2(11), B2(16). Âû÷èñëèì â GAP êëàññîâîå ÷èñëî äëÿ ýòèõ ãðóïï è çíà÷åíèå |Out(L)|.

Çàòåì ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà q4 6 2 ·Out(L) · k(L) äëÿ ýòèõ ãðóïï. Êàê

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè íè â îäíîì èç ñëó÷àåâ, ïîýòîìó è ýòè

ãðóïïû èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïóñòü L ∼= Dn(q) èëè 2Dn(q), q = pt. Òîãäà St(1) = qn(n−1), k(L) 6 (6q)n−1. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ n > 4 ââèäó èçîìîðôèçìîâ ãðóïï ìåíüøåãî ëèåâà ðàíãà óæå ðàññìîòðåííûì

âûøå ãðóïïàì.

Ïóñòü n > 5. Òîãäà |Out(L)| 6 2 · 4t. Âûïèøåì íåðàâåíñòâî:

qn(n−1) 6 2 ·4 ·2t · (6q)n−1 = 16t · (6q)n−1 < 16t · (8q)n−1 6 16t · q4(n−1), îòêóäà q(n−1)(n−4) < 16t,

÷òî íåâåðíî ïðè n > 6.

Ïóñòü n = 5. Òîãäà q20 6 16t(6q)5 < 16t · q18, òàê êàê 6 < 213/5. Îòñþäà q2 6 16t. Âîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ q ñëåäóþùèå: 2, 3, 4. Âû÷èñëèâ |Out(L)| äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ, óáåæäàåìñÿ,

÷òî ïðè q = 2, 3, 4 íåðàâåíñòâî (9) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 4. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 9 îòäåëüíî

äëÿ êàæäîé èç ãðóïï Dn(q) è 2Dn(q).

Ïóñòü L ∼= D4(q). Òîãäà |Out(L)| = 6(q4 − 1, 4)t, è íåðàâåíñòâî q12 6 2 · 6 · 4t · (6q)3

ìîæíî çàïèñàòü òàê: q9 6 10368 · t. Ýòî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé äëÿ q > 3. Ïîýòîìó

q = 2. Èçâåñòíî, ÷òî k(D4(2)) = 53 à |Out(D4(2))| = 6. Òîãäà ïîëó÷àåì 212 6 2 ·6 ·53 = 636,

÷òî íåâåðíî.

Åñëè L ∼= 2D4(q), òî |Out(L)| = 2(q4 + 1, 4)t. Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

q12 6 2 · 2 · 4t · (6q)3, îòêóäà q9 6 3456t. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò

q = 2. Ïîñêîëüêó k(2D4(2)) = 39, à |Out(2D4(2))| = 2 òî ïîëó÷àåì 212 6 2 · 2 · 39 = 156, ÷òî,

î÷åâèäíî, íåâåðíî.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî åñëè m = 2, òî ãðóïïîé L ìîãóò áûòü: A7, L2(q), L3(3), L3(4),

L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8), U3(16). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 5.0.6. Ïóñòü G � SM2-ãðóïïà, m > 3. Òîãäà L � îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

L2(q), L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï L

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (8) ïðè m > 3:

χ0(1) <
3
√

6 · |Out(L)| · k(L) < 1, 82 · |Out(L)|k(L).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.0.5, ãðóïïàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ìåíåå ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó

χ0(1) 6 2 · |Out(L)| · k(L) áóäóò: L2(q), A7, L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8),

U3(16). Ïîýòîìó íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òîëüêî èõ.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíôîðìàöèåé îá ýòèõ ãðóïïàõ, ïîëó÷åííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

5.0.5 è ïðîâåðèì äëÿ êàêèõ èç ýòèõ ãðóïï âûïîëíåíî óñëîâèå

χ0(1) < 1, 82 · |Out(L)|k(L).

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ñïèñîê ãðóïï ñîêðàòèòñÿ äî L2(q), L3(3), L3(4), L3(8), U3(3),

U3(4), U3(5), U3(8). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ î ñòðîåíèè ïðîñòîé ãðóïïû L, ìû ïîñòðîèì

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ñïåöèàëüíîãî âèäà â ãðóïïå G.

Ïóñòü η � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð íàèáîëüøåé ñòåïåíè â ãðóïïå L. Â êàæäîé èç

ãðóïï Li âûáåðåì õàðàêòåð ηi, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðó η ãðóïïû L.

Ñêîíñòðóèðóåì òåïåðü õàðàêòåð Θ ãðóïïû N â âèäå Θ = η1η2 . . . ηm.

Ïóñòü Θ1,Θ2, . . . ,Θl � ðàçëè÷íûå ñîïðÿæåííûå õàðàêòåðû ê õàðàêòåðó Θ = Θ1 ïîä

äåéñòâèåì ïîäãðóïïû G. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16, ÷èñëî õàðàêòåðîâ, ñîïðÿæåííûõ

õàðàêòåðó Θ = Θ1 â ãðóïïå G, ðàâíî |G : IG(Θ)|.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i 6 m è a ∈ Ai õàðàêòåð ηai áóäåò íåïðèâîäèìûì õàðàê-

òåðîì ïîäãðóïïû Li è (ηai )
2 = dηai + $a, ò.å. êðàòíîñòü õàðàêòåðà ηai â (ηai )

2 òà æå, ÷òî

è êðàòíîñòü ηi â η2i . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî b ∈ A âåðíî ðàâåíñòâî (Θb)2 = dmΘb + Γ, ãäå

Γ � ñóììà îñòàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå (Θb)2. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 1.2.16 èìååì ΘG =
∑r

i=1 eiχi.

Íàéäåì êðàòíîñòü õàðàêòåðà χ = χi0 äëÿ èíäåêñà i0, òàêîãî, ÷òî e = ei0= maxri=1 ei.

Â ñèëó òîãî, ÷òî G � SM2-ãðóïïà, χ2 =
∑

k ckψk � ñóììà ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ õà-

ðàêòåðîâ ãðóïïû G, à cj ∈ {0, 1, 2}
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Ïîýòîìó [
χ2,ΘG

]
G

=

[∑
k

ckψk,
r∑
i=1

eiχi

]
=

r∑
j=1

cjej.

Âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà, ïîëó÷àåì

[
χ2,ΘG

]
G

=
[
χ2|N ,Θ

]
N

= e2

[(
l∑

j=1

Θj

)2

,Θ

]
> e2

[
l∑

j=1

Θ2
j ,Θ

]
> e2dm.

Òàêèì îáðàçîì,

e2dm 6
r∑
j=1

cjej 6 2
r∑
j=1

ej 6 2er.

Äàëåå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.7, r 6 (k0(Aut(L)/L))mk0(S), ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ïðåäëî-

æåíèÿ 1.4.4:

dm 6 2(k0(Aut(L)/L))m · 3(m−1)/2 < 1, 16(k0(Aut(L)/L))m
√

3m. (12)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåò äîñòàòî÷íî ìåíåå òî÷íîé îöåíêè:

dm 6 1, 16|Out(L)|m ·
√

3m. (13)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = 2, òî íåðàâåíñòâà (13) è (15) çàïèøóòñÿ òàê:

d2 6 4(k0(Aut(L)/L))2, (14)

d2 6 4|Out(L)|2. (15)

Ïðèìåíèì îöåíêè (12), (13), (14) è (15) äëÿ ãðóïï, ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 5.0.5 è

ñëåäñòâèè 5.0.6. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé d(L) áóäåì ðàññìàòðèâàòü SM-õàðàêòåðèñòèêèmχ(L),

âû÷èñëåííûå äëÿ óêàçàííûõ ãðóïï (ñì. òàáëèöó 13).

Óáåäèìñÿ, ÷òî L íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíà íè îäíîé èç ãðóïï: L3(3), L3(4), L3(8),

U3(3), U3(4), U3(5) è U3(8), ãðóïïû A7 è U3(16) ðàññìîòðèì ïîçäíåå.

Åñëè L ∼= L3(3), òî ïîðÿäîê |Out(L)| = 2, à d(L) = 11. Òîãäà, èç (13) è (15) ìû

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èÿ: 11m 6 1, 16 · (2
√

3)m, åñëè m > 2 è 112 6 16, åñëè m = 2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äåéñòâóåì è äëÿ îñòàâøèõñÿ ãðóïï:

Åñëè L ∼= L3(8), òî |Out(L)| = 6, à d(L) = 18. Òîãäà 18m 6 1, 16 · (6
√

3)m, åñëè m > 2

è 182 6 144 åñëè m = 2.

Åñëè L ∼= U3(3), òî ïîðÿäîê |Out(L)| = 2, à d(L) = 5. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòèâîðå÷èÿ

ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè: 5m 6 1, 16 · (2
√

3)m, åñëè m > 2 è 52 6 16 åñëè m = 2.
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Íàêîíåö, äëÿ ãðóïïû L ∼= U3(5) ïîðÿäîê |Out(L)| = 6, à d(L) = 23. Â ýòîì ñëó÷àå èç

(13) ñëåäóåò, ÷òî 23m 6 1, 16 · (6
√

3)m, à èç (15) � ÷òî 232 6 144.

Äëÿ ãðóïï L3(4) è U3(8) íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíêè (12) è (14).

Ãðóïïà Aut(L3(4)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåíèå ãðóïïû L3(4) äèýäðàëüíîé ãðóï-

ïîé D12. Ïîýòîìó, åñëè L ∼= L3(4), òî Aut(L)/L ∼= D12, è, ñëåäîâàòåëüíî, k0(Aut(L)/L) = 6.

Çíàÿ, ÷òî d(L) = 13, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èÿ: 13m 6 1, 16 · (6
√

3)m, åñëè m > 2 è

132 6 144, åñëè m = 2.

Åñëè L ∼= U3(8), òî Aut(L)/L ∼= S3 × C3, è ïîýòîìó k0(Aut(L)/L) = 9. Äàëåå,

d(L) = 33, ïîýòîìó 33m 6 1, 16 · (9
√

3)m, åñëè m > 2 è 332 6 324, åñëè m = 2.

Â ñèëó ïîëó÷åííûõ ïðîòèâîðå÷èé, ìû èñêëþ÷èëè ãðóïïû L3(3), L3(4), L3(8), U3(3),

U3(5) è U3(8).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà L ∼= U3(4). Ïîðÿäîê |Out(L)| = 4, à d(L) = 7,

ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå: 7m 6 2 · 4m · 3(m−1)/2 èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî m 6 12.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 1.4.4b äëÿ îöåíêè k0(S): 7m 6 2 · 4m · 5m/4. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî m 6 4. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûìè îñòàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà m = 2, 3, èëè 4.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ñëó÷àåâ âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.5.5. Íàì èçâåñòíî, ÷òî åñëè G

� íåðàçðåøèìàÿ SM2-ãðóïïà, à χ0 � åå íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè,

òî

χ0(1) < 2k(G). (16)

Âû÷èñëèì â GAP êëàññîâîå ÷èñëî ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï, ñ öîêîëåì U3(4):

k(U3(4)) = 22, k(U3(4).C2) = 20, k(U3(4).C4) = 22. Ïóñòü m > 2. Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (16) ìû ìîæåì çàïèñàòü îöåíêó:

2k(G) 6 2 · 22mk0(S) < 1, 16(22
√

3)m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ãðóïïå U3(4) èìååòñÿ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ñòåïåíè 75, â

ãðóïïå U3(4).2 õàðàêòåð ñòåïåíè 150, à â ãðóïïå U3(4).4 õàðàêòåð ñòåïåíè 300. Ïîýòîìó,

äëÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (16) ìîæíî çàïèñàòü: 75m 6 χ0(1).Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå: 75m < 1, 16(22
√

3)m.

Åñëè æå m = 2, òî íåðàâåíñòâî (16) ïðèìåò âèä: 752 6 4 · 222 = 442, îòêóäà âèäíî,

÷òî è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Òàêèì îáðàçîì è ãðóïïà U3(4) èñêëþ÷àåòñÿ.

Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü äâå ïîñëåäíèå ãðóïïû: A7 è U3(16) äëÿ m = 2.
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Ïóñòü L ∼= A7. Òîãäà |Out(L)| = 2, d(L) = 17. Íåðàâåíñòâî (15) äëÿ ýòîé ãðóïïû

çàïèøåòñÿ òàê: 172 6 16, ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó è ãðóïïà A7 íå ïîäõîäèò.

Ïóñòü L ∼= U3(16). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ d(L) ìû âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé õàðàêòåðîâ

ãðóïïû U3(q) (òàáëèöà 7). Ïðèâåäåì çäåñü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χr2s ìàêñèìàëü-

íîé ñòåïåíè r2s.

Òàáëèöà 16. Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χr2s ãðóïïû U3(16)

{e} C2 C3 C ′(k), 1 6 k 6 240

|Ci| 1 17 · 15 · 241 16 · 172 · 15 · 241 16317215

χ
(1)

r2s 17215 −17 −1 −γk − γ−16k − γ256k

ãäå γ - êîðåíü ñòåïåíè 241 èç åäèíèöû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [χ2
r2s, χr2s] ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíê-

öèåé d_U3q (ñì. ïðèëîæåíèå). Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî d(L) = 19. Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â

íåðàâåíñòâî (13):

19m 6 1, 16(8
√

3)m < 17m.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ãðóïïà U3(16) èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäè âîçìîæíûõ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ

ãðóïï Li â íàøåì êîíòðïðèìåðå ìîãóò áûòü òîëüêî ãðóïïû, èçîìîðôíûå L2(q) � ïðîòèâî-

ðå÷èå. Äðóãèìè ñëîâàìè ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòðïðèìåðà íå ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà:

Òåîðåìà 5.0.7. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SM2-ãðóïïà. Òîãäà åå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîí-

íûå ôàêòîðû èçîìîðôíû ãðóïïå L2(q).
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6 Íåêîòîðûå êëàññû êîíå÷íûõ SMm-ãðóïï

6.1 Ãðóïïû Ôðîáåíèóñà

Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü G ∼= K o H � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà, |K| = k, |H| = h. Òîãäà äëÿ

SM-õàðàêòåðèñòèêè mχ(G) âåðíà îöåíêà:

mχ(G) >
h2 − h
k − 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ζ � íåïðèâîäèìûé ëèíåéíûé õàðàêòåð ãðóïïû K, ζ 6= 1K . Òî-

ãäà ψ = ζG � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.2.17). Ïîêàæåì, ÷òî

ëþáîé õàðàêòåð θ ∈ Irr(G) âõîäèò â ðàçëîæåíèå ψ2 ñ êðàòíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé θ(1).

[ψ2, θ] =
1

|G|
∑
g∈G

ψ2(g)θ(g) =
1

|G|
∑
g∈K

ψ2(g)θ(1) =

=
θ(1)

|G|
∑
g∈K

ψ2(g) =
θ(1)

|G|
∑
g∈G

ψ2(g) = θ(1)[ψ, ψ]

Åñëè ψ ∼ ψ̄, òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî θ(1), èíà÷å 0.

Ïîýòîìó

ψ2 =

k(H)∑
i=1

λiθi +

(k−1)/h∑
j=1

ajψj,

ãäå θi ∈ Irr(G), ψj � íåïðèâîäèìûå íåëèíåéíûå õàðàêòåðû G, è λi 6 θi(1). Òîãäà

ψ2(1) =

k(H)∑
i=1

λiθi(1) +

(k−1)/h∑
j=1

ajψj(1) 6 h+

(k−1)/h∑
j=1

ajψj(1).

Ïóñòü a0 � íàèáîëüøàÿ èç êðàòíîñòåé aj. Òîãäà, ïîñêîëüêó ñòåïåíè õàðàêòåðîâ

ψj(1) = h:

h2 6 h+ a0h
k − 1

h
,

îòêóäà a0 >
h2 − h
k − 1

. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ñïèñîê íåêîòîðûõ ìåòàöèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Ôðîáåíèóñà Cp o Cq, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíà SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G):

1. Åñëè q = 3, òî mχ(G) = 2.

2. Ïóñòü q = 5. Òîãäà åñëè p = 11, òî mχ(G) = 3, è mχ(G) = 2 äëÿ îñòàëüíûõ p 6 541.
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3. Ïóñòü q = 7. Òîãäàmχ(G) = 3, åñëè p = 29, 43, èmχ(G) = 2 äëÿ îñòàëüíûõ p 6 547.

4. Ïóñòü q = 11. Òîãäàmχ(G) = 6, åñëè p = 23,mχ(G) = 4, åñëè p = 67, 89,mχ(G) = 3,

åñëè p = 199, 397, è mχ(G) = 2 äëÿ îñòàëüíûõ p 6 463.

5. Ïóñòü q = 13. Òîãäà mχ(G) = 6, åñëè p = 53, mχ(G) = 4, åñëè p = 79, 131, 157, 313,

mχ(G) = 3, åñëè p = 521, è mχ(G) = 2 äëÿ p 6 443, 547.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ áûëè îãðàíè÷åíû çíà÷åíèÿìè p 6 550 è q 6 13,

îáùàÿ òåíäåíöèÿ âïîëíå ÿñíà. Åñëè çàôèêñèðîâàòü q, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî p, ãðóïïà

Ôðîáåíèóñà Cp o Cq ÿâëÿåòñÿ SM2-ãðóïïîé.

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ ðàçðå-

øèìûõ ãðóïï íåáîëüøîãî ïîðÿäêà íà ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó SM2-ãðóïï. Êàê óæå áûëî

äîêàçàíî â [6] è [5], ASR-ãðóïïû ðàçðåøèìû, òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î êðàòíîñòÿõ íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðàçðåøèìèûõ ãðóïï â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

6.2 Ñòðîåíèå ãðóïï ïîðÿäêîâ 32 è 64 ñ SM-õàðàêòåðèñòèêîé 2

Â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñòðóêòóðû íåàáåëåâûõ 2-

ãðóïï ïîðÿäêîâ 32, 64 è 128 c SM-õàðàêòåðèñòèêîé 2 è 4, èõ êëàññîâîå ÷èñëî k = k(L) è

èäåíòèôèêàòîð â ñèñòåìå GAP.

Òàáëèöà 17. Ãðóïïû ïîðÿäêà 32 ñ mχ(G) = 2

Ñòðîåíèå ãðóïïû k Id Ñòðîåíèå ãðóïïû k Id

((C4 × C2) o C2) o C2 11 6 (C8 o C2) o C2 11 7

(C2 × C2).(C4 × C2) 11 8 (C2 ×D8) o C2 11 43

(C2 ×Q8) o C2 11 44
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Òàáëèöà 18. Ãðóïïû ïîðÿäêà 64 ñ mχ(G) = 2

Ñòðîåíèå ãðóïïû k Id(L) Ñòðîåíèå k Id(L)

((C8 × C2) o C2) o C2 22 4 (C8 o C4) o C2 22 109

(C4 × C2) o C8 22 5 (C4.D8) o C2 22 111

((C8 × C2) o C2) o C2 19 8, 163 (C4 ×Q8) o C2 22 121

(C2 ×Q8) o C4 19 9 Q16 o C4 22 122

(C8 o C4) o C2 19
10, 155, 157,

159, 166
(C2 × (C8 o C2)) o C2 22

94, 98, 99,

102, 256

(C4 × C2).(C4 × C2) 19 11, 13, 14 (C4 o C2) o C2 22 125

(C4 o C8) o C2 19 12 (V4 ×D8) o C2 19 128

(C8 × C2) o C4 22 18, 25 (V4 ×Q8) o C2 19 129

C4.(C4 × C4) 22 19 (C2 ×D16) o C2 19 130

(C2 ×QD16) o C2 19 131, 141 (C4 × V4) o C4 22 23

(C2 ×Q16) o C2 19 132, 133, 145 (C8 o C2) o C4 22 24

(C4 ×D8) o C2 19 140, 144 C16 o C4 22 28

(Q8 o C4) o C2 19 142, 164, 165 (C16 o C2) o C2 22 30

[32, 7] o C2 13 32 C4 oQ16 19 143

(C2 × (C8 o C2)) o C2 16 149, 150 (C4 × V4) o C4 13 33

(C2 ×Q16) o C2 16 151, 154 [32, 6] o C2 13 34

(C2 ×QD16) o C2 16 152 (C4 × C4) o C4 13 35

V4.(C4 × C2) o C2 13 36 (C2 ×D16) o C2 16 153, 177

(C4 × C2).(C4 × C2) 13 37 Q8 oQ8 19 156, 158

(C16 o C2) o C2 16 41, 42 V4.(C2 ×D8) 19 160

(C2 × (C4 o C4)) o C2 19 161, 162 C8.(C4 × C2) 16 43

C16 o C4 16 46 (Q8 o C4) o C2 16 170

((C8 × C2) o C2) o C2 16 171 [32, 6]× C2 22 90

[32, 6] o C2 22 91 V4.(C2 ×D8) 16 172

[32, 7]× C2 22 92 (C2 ×Q16) o C2 16 178

C2 × ((C2 ×D8) o C2) 22 254 C8 oQ8 16 182

(C4 ×D8) o C2 22 123 [32, 8]× C2 22 93

C2 × ((C2 ×Q8) o C2) 22 255 (Q8 o C4) o C2 22 100
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6.3 Ñòðîåíèå ãðóïï ïîðÿäêà 128 ñ SM-õàðàêòåðèñòèêîé 4

Òàáëèöà 19. Ãðóïïû ïîðÿäêà 128 ñ mχ(G) = 4

Ñòðîåíèå ãðóïïû k Id(L)

((C16 o C2) o C2) o C2 20 71, 922

(C2 ×Q16) o C4 20 72

(C4.(C4 × C4)) o C2 20 73

C2.(((C8 × C2) o C2) o C2) = (C8 × C2).(C4 × C2) 20 74

(C16 o C4) o C2 20 87, 971

C2.((C8 o C4) o C2) = (C4 × C4).(C4 × C2) 20 88

((C4 × C4) o C4) o C2 14 138

(C8 o C4) o C4 14 139, 144

C2.((C4 × C4) o C4) = (C4 × C4).(C4 × C2) 14 145

(C2 × ((C8 o C2) o C2)) o C2 23 853

(((C8 o C2) o C2) o C2) o C2 23 854

((C4 × V4) o C4) o C2 23 855

(C2 × (((C4 × C2) o C2) o C2)) o C2 23 859

((((C4 × C2) o C2) o C2) o C2) o C2 23 860

((C4 × C4) o C4) o C2 23 861

(C2 × (C2.((C4 × C2) o C2) = V4.(C4 × C2))) o C2 23 865

((C2.((C4 × C2) o C2) = V4.(C4 × C2)) o C2) o C2 23 866

(C2.(((C4 × C2) o C2) o C2) = (C4 × C2).(C4 × C2)) o C2 23 867

(C2.((C8 × C2) o C2) = C8.(C4 × C2)) o C2 23 912

(C16 o C4) o C2 23 913

((C2 ×Q16) o C2) o C2 20 923

(((C8 o C2) o C2) o C2) o C2 17 931

((C4 × V4) o C4) o C2 17 932, 933

((C2.((C4 × C2) o C2) = V4.(C4 × C2)) o C2) o C2 17 934

(C2.(((C4 × C2) o C2) o C2) = (C4 × C2).(C4 × C2)) o C2 17 935

((C4.D8 = C4.(C4 × C2)) o C2) o C2 20 970

((C2 ×D16) o C2) o C2 26 2020

((C2 ×QD16) o C2) o C2 26 2021
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6.4 Êîëè÷åñòâî ðàçðåøèìûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ñ çàäàíííîé SM-

õàðàêòåðèñòèêîé

Òàáëèöà 20. Ãðóïïû ïîðÿäêà 6�94

|G| 6 10 12 14 16 18 20 21 22 24 26 27 28 30 34 36 38

mχ(G)

1 2 1 2 1 9 3 2 1 10 1 2 3 1 7 1

2 1 1 2 3

3 1 2

|G| 39 40 42 44 46 48 50 52 54 55 56 57 58 60 62 63 66

mχ(G)

1 9 3 2 1 35 3 2 7 9 1 7 1 3

2 1 1 12 1 1 1 1 2

3 2 4 1 2

5 5

6 1

|G| 68 70 72 74 75 76 78 80 81 82 84 86 88 90 92 93 94

mχ(G)

1 2 3 33 1 2 3 33 1 7 1 9 8 2 1

2 1 9 1 1 5 4 1

3 1 9 10

5 2

7 2
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Òàáëèöà 21. Ãðóïïû ïîðÿäêà 96�186

|G| 96 98 100 102 104 105 106 108 110 111 112 114 116 117

mχ(G)

1 156 3 7 3 9 1 18 3 33 3 2

2 222 11 1 28 1 37 5 3 2

3 224 12 39 4

6 38

9 5

|G| 118 120 122 124 125 126 129 130 132 134 135 136 138 140

mχ(G)

1 1 32 1 2 8 3 7 1 9 3 7

2 4 3 1 1 2

3 5 2 2

4 1

5 2 3

|G| 142 144 146 147 148 150 152 154 155 156 158 160 162 164

mχ(G)

1 1 127 1 2 8 9 3 7 1 150 15 2

2 54 4 1 3 1 6 41 6 1

3 2 40 29

4 2

7 4

11 16

|G| 165 166 168 170 171 172 174 176 178 180 182 183 184 186

mχ(G)

1 1 32 3 2 3 33 1 22 3 9 3

2 12 2 4 4 1 2

3 1 6

4

5 8 1

6 1
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Òàáëèöà 22. Ãðóïïû ïîðÿäêà 188�250

|G| 188 189 190 192 194 195 196 198 200 201 202 203 204 205

mχ(G)

1 2 3 876 1 7 8 31 1 7

2 4 618 1 1 1 3 1

3 6 7 15 1

4 16

8 6

|G| 206 208 210 212 214 216 218 219 220 222 224 225 226 228

mχ(G)

1 1 33 7 2 1 86 1 7 3 39 1 7

2 13 2 1 38 1 5 188 2 6

3 38 4

5 2

6 2

7 6

9 2

|G| 230 231 232 234 236 237 238 240 242 243 244 246 248 250

mχ(G)

1 3 9 8 2 3 125 3 2 3 9 7

2 1 11 11 1 166 3

3 14 192 49 8

5 12

6 194

9 60

14 195
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Òàáëèöà 23. Ãðóïïû ïîðÿäêà 252�315

|G| 252 253 254 258 260 262 264 266 268 270 272 273 274 275

mχ(G)

1 22 1 3 7 1 32 3 2 17 33 1

2 12 2 2 4 1 13 4

3 4 9 2

4 1 2

5 7

6 1

15 1

|G| 276 278 279 280 282 284 285 286 288 290 291 292 294 296

mχ(G)

1 7 1 31 3 2 3 633 3 2 8 9

2 1 2 1 366 1 1 6 2

3 5 5

4 7

5 7

6 1

7 20

|G| 297 298 300 301 302 304 305 306 308 309 310 312 314 315

mχ(G)

1 1 23 1 33 8 7 3 32 1

2 9 4 1 1 1 6 2

3 2 10 1 8

4 1

6 2

11 2
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Òàáëèöà 24. Ãðóïïû ïîðÿäêà 316�358

|G| 316 318 320 322 324 326 327 328 330 332 333 334 336 338

mχ(G)

1 2 3 860 3 43 1 9 7 2 1 125 3

2 517 36 1 2 2 61

3 244 74 1 2

4 8 2 1

5 1 32

6 10 2

9 2

|G| 340 342 343 344 346 348 350 351 352 354 355 356 357 358

mχ(G)

1 7 8 9 1 7 8 149 3 2 1

2 2 6 3 4 39 1 1 1

3 4 6

5 1

7 2 1

17 1
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Òàáëèöà 25. Ãðóïïû ïîðÿäêà 358�400

|G| 358 360 362 363 364 366 368 370 372 374 375 376 378 380

mχ(G)

1 1 107 1 7 3 33 3 7 3 9 17 7

2 20 1 2 2 4 6 2 9

3 18 16 2

5 2 15

7 5

|G| 381 382 384 385 386 387 388 390 392 394 396 398 399 400

mχ(G)

1 2 11229 2 4 8 31 1 22 1 118

2 2 8521 4 6 12 5 26 4 139

3 29 2 16 210

4 336

5 1

6 1 2

8 37

9 212



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 90

Çàêëþ÷åíèå

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî õîòÿ ñòðóêòóðà íåðàçðåøèìûõ SM2-

ãðóïï îïèñûâåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷åòêî, îñòàåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

èíòåðåñ.

Âîïðîñ 1. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû íåðàçðåøèìîé

SM2-ãðóïïû èçîìîðôíû ãðóïïå L2(q). Òåì íå ìåíåå, íåèçåñòíî êîëè÷åñòâî òàêèõ ôàêòîðîâ.

Äëÿ ãðóïï íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ îêàçàëîñü, ÷òî òàêîé ôàêòîð âñåãî îäèí. Âîïðîñ, êàêîå

êîëè÷åñòâî áóäåò â îáùåì ñëó÷àå?

Âîïðîñ 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íûõ p-

ãðóïï íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ ðàâíà pt, t > 0. Âåðíî ëè ýòî â îáùåì ñëó÷àå?

Âîïðîñ 3. Êàêèå èç 2-ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè? Åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî SM-

õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçàíà ñî ñòóïåíüþ ðàçðåøèìîñòè ýòèõ ãðóïï.
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Ïðèëîæåíèÿ

Âû÷èñëåíèÿ â ñèñòåìå GAP

Ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP � ýòî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, îñíîâíîå ïðè-

ìåíåíèå êîòîðîãî � âû÷èñëåíèÿ â äèñêðåòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãëàâíûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëèñü èíñòðóìåíòû äëÿ ðàáîòû ñ

êîíå÷íûìè ãðóïïàìè.

Äàëåå áóäåò ïðèâåäåíà íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ îá îñíîâíûõ êîìàíäàõ ñèñòåìû GAP,

êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè îòäåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ, è â ñïåöèàëüíî ñîñòàâëåííûõ ôóíê-

öèÿõ.

Îíîâíûå êîìàíäû â GAP äëÿ ðàáîòû ñ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè

Îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ î ãðóïïàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ êîìàíä:

SmallGroup(n,m) � ãðóïïà ïîðÿäêà n ñ íîìåðîì m.

Size() � ïîðÿäîê ãðóïïû, êëàññà ñîïðÿæåííîñòè, äëèíà ñïèñêà.

Index(G,N) � èíäåêñ ïîäãðóïïû N â G,

StructureDescription(G) � îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ãðóïïû G.

IsSimple(G), IsSolvabe(G) � ïðîâåðêà ãðóïïû G íà ïðîñòîòó è ðàçðåøèìîñòü.

DerivedSubgroup(G) � êîììóòàíò ãðóïïû G.

AutomorphismGroup(G) � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G.

Ãðóïïû, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå

Ñëåäóþùèå êîìàíäû çàäàþò ãðóïïû, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå:

PSL(n,q) èëè ProjectiveSpecialLinearGroup(n,q) � ãðóïïà Ln(q).

PSU(n,q) èëè ProjectiveGeneralUnitaryGroup(n,q) � ãðóïïà Un(q).

PGL(n,q) èëè ProjectiveGeneralLinearGroup(n,q) � ãðóïïà PGLn(q).

PGU(n,q) èëè ProjectiveGeneralUnitaryGroup(n,q) � ãðóïïà PGUn(q).

PSp(n,q) èëè ProjectiveSymplecticGroup(n,q) � ãðóïïà PSpn(q).

AlternatingGroup(n) � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An.

SymmetricGroup(n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn.

MathieuGroup(n) � ãðóïïà Ìàòüå Mn, n = 9, 10, 11, 12, 21, 22, 23, 24.
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SuzukiGroup(q) � ãðóïïà 2B2(q).

SmallGroup(1440,5841) � ãðóïïà PΓL2(9).

Ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïèñêà ïîäãðóïï îïðåäåëåííîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü òàêóþ ñåðèþ êîìàíä:

L:=ConjugacyClassesSubgroups(G);

S:=List(L,x->x[1]);

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ñïèñîê íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, òî èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà:

NormalSubgroups(G)

Àâòîìîðôèçìû êîíå÷íîé ãðóïïû

Ïðè àíàëèçå ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåáîâàëîñü âûÿñíèòü ñòðî-

åíèå ãðóïïû èõ âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ. Ñëåäóþùèå êîìàíäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ýòó

ãðóïïó:

A:=AutomorphismGroup(G);

I:=InnerAutomorphismsAutomorphismGroup(A);

Out:=A/I;

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

Îñíîâíîé ôóíêöèåé â GAP äëÿ âû÷èñëåíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà k(G) êîíå÷íîé ãðóïïû

G ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

NrConjugacyClasses(G)

Òåì íå ìåíåå, äëÿ íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ ãðóïï ñóùåñòâóþò áîëåå áûñòðûå

àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà (ñì. íàïðèìåð [34]).

Äëÿ ãðóïï Ln(q), Un(q), PGLn(q), PGUn(q) áîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

NrConjugacyClassesPSL(n,q), NrConjugacyClassesPSU(n,q),

NrConjugacyClassesPGL(n,q), NrConjugacyClassesPGU(n,q).
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Âû÷èñëåíèå êëàññîâîãî ÷èñëà çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An

Åñëè G � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà, òî åå êëàññîâîå ÷èñëî ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëü-

çóÿñü ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 1. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé, ó

êîòîðûõ äèàãðàììà Þíãà íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à òàêæå êëàññîâîå ÷èñëî ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû:

k(An) =
p(n)− a(n)

2
+ 2a(n) =

p(n) + 3a(n)

2
,

ãäå a(n) � êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèèé ÷èñëà n ñ ñèììåòðè÷íîé äèàãðàììîé.

NrConjugacyClassesAn := function(n)

local s;

s:=0;

for i in [1..n] do

s:=s+Number(Partitions(n,i),x->IsSym(x));

od;

return (NrPartitions(n)+3*s)/2;

end;

IsSym � ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèììåòðè÷íîé äèàãðàììà Þíãà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ L:

IsSym := function(L)

local X;

X:=ShallowCopy(L);

while X<>[] do

if X[1]<>Size(X) then

return false;

else

Remove(X,1);

X:=Filtered(List(X,x->x-1),x->IsPosInt(x));

fi;

od;

return true;

end;
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Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è õàðàêòåðû

Â èçó÷åíèè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå

êîìàíäû:

CharacterTable(G) � òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû G.

SizesConjugacyClasses(T), SizesCentralizers(T) � ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëå-

ìåíòîâ è ïîðÿäêè öåíòðàëèçàòîðîâ äëÿ òàáëèöû õàðàêòåðîâ T .

CharacterDegrees(G) èëè CharacterDegrees(T) � ñïèñîê ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàê-

òåðîâ ãðóïïû G ñ òàáëèöåé õàðàêòåðîâ T .

Irr(G) èëè Irr(T) � ñïèñîê íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ñ òàáëèöåé õàðàêòåðîâ

T .

ScalarProduct(x,y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ x è y.

Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ � äîñòàòî÷íî òðóäîåìêàÿ ñ òî÷êè

çðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðîöåäóðà. Äëÿ ãðóïï áîëüøèõ ïîðÿäêîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â GAP

ïàêåò AtlasRep. Ñïèñîê äîñòóïíûõ òàáëèö õàðàêòåðîâ â ýòîì ïàêåòå âûâîäèòñÿ êîìàíäîé:

AllCharacterTableNames()

Â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó ïî åå èìåíè, íàïðèìåð:

CharacterTable("L3(4).6")

� òàáëèöà ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû L3(4) öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 6.

Âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé õàðàêòåðîâ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû An â ñëó÷àå áîëüøèõ

n áûëà èñïîëüçîâàíà ñïåöèàëüíî íàïèñàííàÿ ôóíêöèÿ:

CharDegreesAn(n)

Äëÿ ÷èñëà n ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê âñåõ åãî ðàçáèåíèé, çàòåì äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ñî-

ñòàâëÿåòñÿ äèàãðàììà Þíãà X è ñèììåòðè÷íàÿ åé ReX. Ïî X è ReX âû÷èñëÿåòñÿ ñòåïåíü p1

õàðàêòåðà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà Þíãà ñèì-

ìåòðè÷íàÿ, â ñïèñîê ñòåïåíåé çàïèñûâàþòñÿ äâà çíà÷åíèÿ p1/2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ch.
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CharDegreesAn:=function(n)

local ch,f,Part,X,ReX,X1,i,j,s,p,p1;

if n<1 then return fail;

elif n<=3 then return 1;

else

ch:=[];

f:=Factorial(n);

Part:=Partitions(n);

while Part<>[] do

ReX:=[];

X:=Part[1];

X1:=ShallowCopy(X);

s:=Size(X);

for i in [1..X1[1]] do

ReX[i]:=Size(X1);

X1:=Filtered(X1,x->x>i);

od;

p:=1;

for i in [1..s] do

for j in [1..X[i]] do

p:=p*(ReX[j]+X[i]-i-j+1);

od;

od;

p1:=f/p;

if X=ReX then

Add(ch,p1/2);

Add(ch,p1/2);

else

Add(ch,p1);

Remove(Part,Position(Part,ReX));

fi;
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Remove(Part,Position(Part,X));

od;

return Collected(ch);

fi;

end;

Êðàòíîñòè â ðàçëîæåíèè êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ê êàêîìó êëàññó SMm-ãðóïï

ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðóïïà ñëóæèò ôóíêöèÿ:

SM(ChTable)

Â íåé äëÿ êàæäîé ïàðû íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ i, j èç òàáëèöû ChTable âû÷èñëÿåòñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ScalarProduct(i� 2,j), çíà÷åíèå êîòîðîãî âíîñèòñÿ â ñïèñîê sp

âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè ñòåïåíåé ýòèõ õàðàêòåðîâ. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ SM âûäàåò ýëåìåíò

ñïèñêà sp, ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì sp[1].

SM := function(ChTable)

local I, size, i, j, sp;

I:=Irr(ChTable);

size:=Size(I);

sp:=[];

for i in I do

for j in I do

Add(sp,[ScalarProduct(i^2,j),i[1],j[1]]);

od;

od;

sp:=Maximum(sp);

return [sp[1],sp[2],sp[3],size];

end;
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Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå SM-êëàññà äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ôóíê-

öèè SM äëÿ òàáëèö õàðàêòåðîâ èç ïàêåòà AtlasRep:

Spor:=["M11","M12","M22","M23","M24","J1","J2","J3","J4",

"Co1","Co2","Co3","Fi22","Fi23","Fi24'","Suz","He",

"HS","McL","HN","Th","B","M","O'N","Ru","Ly"];;

AutSpor:=["M12.2","M22.2","J2.2","J3.2","Fi22.2","Fi24'.2",

"Suz.2","He.2","HS.2","McL.2","HN.2","O'N.2"];;

Append(Spor,AutSpor);

for i in Spor do

ct:=CharacterTable(i);

m:=SM(ct);

Print(i," SM_",m[1],"\n");

od;

Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãðóïï L3(q)

Äëÿ ãðóïï L3(q) âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [χ2
r2s, χr2s], äðóãè-

ìè ñëîâàìè, êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ õàðàêòåðà χr2s â ñâîé êâàäðàò. Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî

çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïïû L3(q). Ïðèâåäåì çäåñü ôóíêöèþ,

íàïèñàííóþ â GAP äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

d_U3 := function(q)

local r,s,t,t2,L,T3;

r:=q+1; s:=q-1;

t:=q^2-q+1; t2:=(t-1)/6;

L:=List([1..t-1],x->-(E(t)^x+E(t)^(-q*x)+E(t)^(q^2*x)));

L:=List(Collected(L),x->x[1]);;

T3:=Sum(List(L,x->x^2*ComplexConjugate(x)));;

return ((r^2*s)^2-(r^2+q)*t+T3*q^3)/(q^3*t);

end;
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Êàê îêàçàëîñü, äëÿ íåáîëüøèõ q, (q+1, 3) = 1 ýòà êðàòíîñòü áóäåò ðàâíà q+3. Ïîëó÷åííîå

çíà÷åíèå d(U3(q)) èñïîëüçîâàëîñü â ãëàâå 5.

Îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà SM2 è SM4-ãðóïï ïîðÿäêà 2t

Nr2Groups := function(n)

local sp,L,L2;

sp:=[];

L:=Filtered(AllSmallGroups(n),x->not IsAbelian(x));

L2:=Filtered(L,x->IsAbelian(DerivedSubgroup(x)));

Add(sp,["nonabelian",Size(L)]);

Add(sp,["metabelian",Size(L2)]);

L:=Filtered(L,x->SM(x)[1]>1);

L2:=Filtered(L,x->IsAbelian(DerivedSubgroup(x)));

Add(sp,["nonabelian SM_2",Size(L)]);

Add(sp,["metabelian SM_2",Size(L2)]);

return sp;

end;


