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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìíîãîêëàññíûìè
áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.

Ïóñòü m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 - ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è
äèñêðèìèíàíòîì D = b2 − 4ac, è ïóñòü r(f, m) ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ

ax2 + bxy + cy2 = m â öåëûõ ÷èñëàõ x, y ∈ Z.
Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé r(f, m) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè
÷èñåë. Äèêñîí1 â ñâîåé ìîíîãðàôèè ïîäðîáíî îïèñàë èñòîðèþ èçó÷åíèÿ áèíàðíûõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Ôåðìà ðàññìîòðåë çàäà÷ó ïðåäñòàâèìîñòè ÷èñëà â âèäå

x2 + y2 = m.

Ýéëåð, à çàòåì Ëàãðàíæ ïîëíîñòüþ ðåøèëè çàäà÷ó Ôåðìà î äâóõ êâàäðàòàõ.
Èìè æå áûëè ðàññìîòðåíû è äðóãèå êîíêðåòíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.
Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåëè Ëåæàíäðà â 1798 ã. ê îòêðûòèþ
çàêîíà âçàèìíîñòè - öåíòðàëüíîé çàäà÷å òåîðèè ÷èñëåë 19-ãî ñòîëåòèÿ.

Ãàóññ âïåðâûå íà÷àë èçó÷àòü ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì. Îí ââåë ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Íà ìíîæåñòâå
êëàññîâ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ôèêñèðîâàííîãî äèñêðèìèíàíòà Ãàóññ
îïðåäåëèë îïåðàöèþ êîìïîçèöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî êëàññîâ
îáðàçóåò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó. Â ïîñëåäñòâèè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïîëó÷èëà
íàçâàíèå ãàóññîâîé êîìïîçèöèè.

Íà ïðîòÿæåíèèè 19 âåêà áûëà âûÿâëåíà ñâÿçü áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîëÿìè (Êðîíåêåð, Äèðèõëå, Äåäåêèíä). Íà îñíîâå ýòîé
ñâÿçè óäàëîñü äîêàçàòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ñóììû êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ôîðìàìè äàííîãî äèñêðèìèíàíòà. Åñëè ôîðìà îäíîêëàññíàÿ
òî ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

r(f, m) = e(D)ρ(m), (1)

ãäå e(D) - ÷èñëî öåëûõ àâòîìîðôèçìîâ ôîðìû f(x, y), ρ(m) - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(pα) = α + 1 äëÿ χ1(p) = +1;
1Dickson L.E. History of the theory of numbers vol.3, Quadratic and higher forms N.Y. 1992, p.313.
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ρ(pα) =

{
1, åñëè 2 | α
0, åñëè 2 - α äëÿ χ1(p) = −1;. (2)

ρ(pα) = 1 äëÿ χ1(p) = 0.
Â ýòèõ ôîðìóëàõ χ1(p) - õàðàêòåð Äèðèõëå ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ
äèñêðèìèíàíòà D.

20 âåê îçíàìåíîâàëñÿ â òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîÿâëåíèåì äâóõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ èäåé.

Ïåðâàÿ - ýòî èäåÿ ñâÿçàííàÿ ñ ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè (Ïóàíêàðå, Êëåéí)
è îïåðàòîðàìè Ãåêêå. Êàæäîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åå òåòà-ðÿä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìîé, å¼ óðîâåíü îïðåäåëÿåòñÿ
äèñêðèìèíàíòîì. Âñå òàêèå ìîäóëÿðíûå ôîðìû îáðàçóþò êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Ãåêêå. Ëþáàÿ
ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè
îïåðàòîðîâ Ãåêêå. Çàäà÷à î ïðåäñòàâèìîñòè ÷èñëà ýêâèâàëåíòíà âû÷èñëåíèþ
êîýôôèöèåíòîâ òåòà-ðÿäà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê åãî ðàçëîæåíèþ ïî
áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äàííûé ïîäõîä ïîäðîáíî èçëîæåí â êíèãå2
Ïåòåðññîíà, è â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèé â òîì
ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí áàçèñ. Îäíàêî åãî íàõîæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòäåëüíóþ, êðàéíå òðóäíóþ, íå ðåøåííóþ äî ñèõ ïîð çàäà÷ó.

Âòîðàÿ - ýòî èäåÿ, îñíîâàííàÿ íà äàëüíåéøåì ðàçâèòèèè èäåè Ãàóññà î ðîäàõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Çèãåëü3 äîêàçàë îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé
ðîäîì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Íàèáîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè
áûëè ïîëó÷åíû Æóðàâëåâûì4 è Øèìóðîé5. Ïîçäíåå Øóëüöå-Ïèëîò îáîáùèë
ôîðìóëó Çèãåëÿ íà ñëó÷àé ñïèíîðíîãî ðîäà, îòêðûòîãî Ýéõëåðîì. Äëÿ áèíàðíûõ
ôîðì ôîðìóëà (1) âûòåêàåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç ôîðìóëû Çèãåëÿ.

Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè áûëà
ðåøåíà äëÿ íåêîòîðûõ ôîðì ñïåöèàëüíîãî âèäà6. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âñå ýòè
äîñòèæåíèÿ, çàäà÷à î êîëè÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé òàê è îñòàâàëàñü íå ðåøåíà.
Öåëü ðàáîòû
Ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áèíàðíûìè
ìíîãîêëàññíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè áèíàðíûõ

2Petersson H., Modulfunktionen und quadratische Formen, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete,
Springer-Verlag, v. 100, 1982, pp.305.

3Siegel C.L. �Uber die analytische Theorie der Quadratischen Formen // Ann. Math. 1935. 36. s. 527 � 606.
4Æóðàâë¼â Â.Ã. Ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ðîäîì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì // Àëãåáðà è àíàëèç.

1996. Ò.8. � 1. C. 21�112.
5Shimura G., The number of representations of an integer by a quadratic form. Duke Mathematical Journal,

1999, v. 100, n. 1, p. 59-92.
6Buel D.A. Binary Quadratic Forms, Classical Theory and Modern Computations, N.Y., 1989, p.247
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êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñ ÷èñëîì êëàññîâ h ≤ 4 è ïðîèçâîëüíîé öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû êëàñîâ. Ïîëó÷èòü è äîêàçàòü îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ
÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âïåðâûå ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíîãî
÷èñëà ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìíîãîêëàññíîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Âûÿâëåíû îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîëè÷åñòâà
ïðåäñòàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèå ïî ÷èñëó ïðåäñòàâëåíèé ñóäèòü î ÷èñëå êëàññîâ
ôîðì.
Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàíû àðèôìåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì,
îïåðàòîðû Ãåêêå è òåòà-ðÿäû.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû
Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â àðèôìåòè÷åñêîé òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì äëÿ ðåøåíèÿ
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé
øêîëå-ñåìèíàðå ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè (Ïåòðîâñêèå ÷òåíèÿ) (Êàçàíü, 2006 ã.), XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ� (Ìîñêâà, 2006 ã.), XXVI-
II Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
(Ìîñêâà, 2006 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë,
ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ïðîô. Â.Å. Âîñêðåñåíñêîãî (Ñàìàðà, 2007 ã.), íà íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèÿõ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà ÂÃÃÓ (2006-2007 ãã.,
ñåêöèÿ "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë"), à òàêæå íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà íàó÷íîì
ñåìèíàðå ïî òåîðèè ÷èñåë ÂÃÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Â.Ã. Æóðàâëåâà.
Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]-[5], â òîì ÷èñëå
îäíà ðàáîòà � â æóðíàëå èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ
æóðíàëîâ è èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 13 ïàðàãðàôîâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 28 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 75 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü è óêàçûâàåòñÿ ñòåïåíü

ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû îáùèå ñâåäåíèÿ î áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðìàõ, ìíèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ, ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ìîäóëÿìè â
êâàäðàòè÷íîì ïîëå è áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè. Îïèðàÿñü íà òåîðèþ
îïåðàòîðîâ Ãåêêå è ãàóññîâó êîìïîçèöèþ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïîëó÷åíà îáùàÿ
ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áèíàðíûìè
êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.

Ðàññìîòðèì áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôîðìû
äèñêðèìèíàíòà D < 0, ãäå D ñîâïàäàåò ñ äèñêðèìèíàíòîì ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî
ïîëÿ Q(

√
D), D1 - áåñêâàäðàòíàÿ ÷àñòü D, J(D1) = {C0, C1, ..., Ch−1} - ãðóïïà

êëàññîâ ôîðì, fi ∈ Ci è r(fi,m) - ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

fi(x, y) = aix
2 + bixy + ciy

2 = m, x, y ∈ Z. (3)

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.10.Äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé r(fi,m) (i=0,...,h-1) íàòóðàëüíîãî

÷èñëà áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè fi(x, y), âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

r(fi,m) =
1

h

∑
κ
κ(Ci)

−1r(κ,m), (4)

ãäå κ ïðîáåãàåò âñå õàðàêòåðû ãðóïïû J(D1) ïîðÿäêà h, r(κ,m) - êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå òåòà-ðÿäà Θ(z,κ)

Θ(z,κ) =
h∑

i=1

κ(Ci)Θ(z, Ci), (5)

r(κ,m) = r(κ, 1)κ̂(m), (6)
κ̂(m) - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî òåòà-ðÿäà äëÿ îïåðàòîðîâ Ãåêêå T (m) è
ïðè ýòîì

∞∑
m=1

κ̂(m)

ms
=

∏

p∈P

(1− κ̂(p)

ps
+

χ1(p)

p2s
)−1. (7)
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ñ ÷èñëîì
êëàññîâ h ≤ 4.

Ñëó÷àé äâóêëàññíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïóñòü C0 = {f0} è C1 =
{f1} - ðàçëè÷íûå êëàññû ôîðì äèñêðèìèíàíòà D, ãäå f0 ïðåäñòàâëÿåò 1.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé r(fi,m) â ñëó÷àå h = 2
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

r(f0,m) = (1 + κ1(m))ρ(m), (8)

r(f1,m) = (1− κ1(m))ρ(m), (9)
ãäå κ1(m) - âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ ïðîñòûõ p ñ χ1(p) = +1
èëè 0 çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâàìè

κ1(p) =

{
1, åñëè r(f0, p) > 0,
−1, åñëè r(f1, p) > 0.

(10)

Èç òåîðåìû 2.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè h = 2
è ÷èñëî m ïðåäñòàâèìî õîòÿ áû îäíîé èç ôîðì f0 èëè f1, òî äàííîå ÷èñëî m
ïðåäñòàâèìî òîëüêî îäíîé èç óêàçàííûõ ôîðì.

Ñëó÷àé òðåõêëàññíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññû
áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì óäîáíî ïðîíóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
C0, C1, C2, Ci = {fi} (i = 0, 1, 2). Ïðè ýòîì ãàóññîâà êîìïîçèöèÿ çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

Ci ∗ Cj = Ci+j (mod 3). (11)
Òåîðåìà 2.3. Ïðè h = 3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà

ïðåäñòàâëåíèé r(fi,m) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m:

r(f0,m) =
2

3
(κ̂0(m) + 2κ̂1(m)), (12)

r(f1,m) = r(f2,m) =
2

3
(κ̂0(m)− κ̂1(m)), (13)

ãäå κ̂i(m) - ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

κ̂0(m) = ρ(m) =
∑

δ|m
χ1(δ), (14)

κ̂1(p
α) = ρ(pα) äëÿ χ1(p) = −1, 0 èëè χ1(p) = +1 è κ1(p) = +1, (15)

κ̂1(p
α) = ε(α) äëÿ χ1(p) = +1 è κ1(p) 6= +1. (16)
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Â ýòèõ ôîðìóëàõ ε(α) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ε(α) =





1, åñëè α ≡ 0 (mod 3),
−1, åñëè α ≡ 1 (mod 3),
0, åñëè α ≡ 2 (mod 3).

(17)

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàòåñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë íåîäíîêëàññíûìè áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.
Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ÷èñëó ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ
îá îòäåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ýëåìåíò ãðóïïû êëàññîâ
ôîðì J.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë
òðåõêëàññíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ñôîðìóëèðîâàííûå êàê ñëåäñòâèÿ
2.1 - 2.4.

Äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé r(fj,m
3) äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ fj(x, y) = m3 (j =

0, 1, 2), ãäå m - ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
àññèìåòðèè

r(f0,m
3) ≥ r(fi,m

3) äëÿ i = 1, 2. (18)

Íàéäåíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî
îäíîé òðåõêëàññíîé ôîðìîé: åñëè m íå äåëèòñÿ íè íà êàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p,
ïðåäñòàâëÿåìîå êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé f1, òî

{
r(f0,m) = 2ρ(m),

r(f1,m) = r(f2,m) = 0.
(19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàíî, ÷òî cóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m, äëÿ êîòîðûõ
êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé òðåõêëàññíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè ðàâíû:

1) Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, p - D, f1(x, y) = p. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî
m âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p, è α = 3α′ + 2 ñ α′ = 0, 1, 2, ... ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(f0, p
α ·m) = r(fi, p

α ·m) =
2

3
ρ(m) (i = 1, 2) (20)

2)Åñëè m ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìîé f0 è f1, è â ðàçëîæåíèè m íà ñòåïåíè
ïðîñòûõ ÷èñåë ñîäåðæèòñÿ p3α+2, ãäå χ1(p) = +1 è p ïðåäñòàâèìî ôîðìîé f1,
òî

r(f0,m) = r(fi,m) =
2

3
τD(m′) (i = 1, 2), (21)

8



ãäå m′|m ñîñòîèò èç ñòåïåíåé pα ñ χ1(p) = +1 è

τD(m′) =
∑

δ|m′(δ,D)=1

1. (22)

Ïîëó÷åíî, ÷òî ëþáàÿ òðåõêëàññíàÿ áèíàðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò
äèñêðèìèíàíò

D = −p, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî, p ≡ 3 (mod 4), (23)

ïðè ýòîì äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî p ïðåäñòàâèìî ôîðìîé f0.
Ñëó÷àé ÷åòûðåõêëàñíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.Ïóñòü ãðóïïà êëàññîâ

áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà öèêëè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ãàóññîâîé êîìïîçèöèè:

{
C0, C1, C2, C3 : Ci ∗ Cj = Ci+j (mod 4)

}
(24)

Ïóñòü
n(p) = i, åñëè fi(x, y) = p. (25)

m îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÂ. 1, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p , ÷òî

χ1(p) = +1 , n(p) = 1 è pα||m ñ α ≡ 1 (mod 2), (26)

ãäå pα||m îçíà÷àåò ÷òî pα|m è pα+1 - m,
Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî m îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÑÂ. 2, åñëè

χ1(p) = +1 , n(p) = 1 è pα||m ñ α ≡ 0 (mod 2). (27)

Äàëåå, m óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ÑÂ. 3, åñëè èç óñëîâèÿ

pα||m ñ α ≡ 1 (mod 2) ñëåäóåò χ1(p) = 0 èëè + 1. (28)

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÷åòûðåõêëàññíûìè áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè,
ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå ñëåäñòâèé 2.5 - 2.9.

Cëåäñòâèå 2.5.Äëÿ öèêëè÷åñêèõ ÷åòûðåõêëàññíûõ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì è íàòóðàëüíîãî m ∈ÑÂ. 3 óñëîâèå m ∈ÑÂ. 1 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

r(f0,m) = r(f2,m). (29)

Ïðè ýòîì âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

r(f0,m) = r(f2,m) = ρ(m) è r(f1,m) = r(f3,m) = 0, (30)
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èëè
r(f0,m) = r(f2,m) = 0 è r(f1,m) = r(f3,m) = ρ(m). (31)

Cëåäñòâèå 2.6. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèé m öèêëè÷åñêèìè ÷åòûðåõêëàññíûìè
ôîðìàìè óñëîâèå

r(f0,m) = 0 èëè r(f2,m) = 0 (32)
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p ñ χ1(p) =
+1 è n(p) = 1, ãäå n(p) - ôóíêöèÿ (25).

Cëåäñòâèå 2.7. Â öèêëè÷åñêîì ñëó÷àå ïðè h = 4 èìåþò ìåñòî íåðàâåíòâà
äëÿ m ∈ÑÂ. 3:

r(fi,m) 6= r(fj,m) äëÿ i 6= j = 0, 1, 2 (33)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m /∈ÑÂ. 1 è m ∈ÑÂ. 2.

Cëåäñòâèå 2.8. Íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ïðåäñòàâèìîãî

r(fi,m) > 0 äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, 3 (34)

âñåìè ÷åòûðåõêëàññíûìè öèêëè÷åñêèìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè äàííîãî
äèñêðèìèíàíòà.

Cëåäñòâèå 2.9. Äëÿ ÷åòûðåõêëàññíûõ öèêëè÷åñêèõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè p - ïðîñòîå ÷èñëî ñ χ1(p) = +1 , n(p) = 1, òî

r(f0, p
2) = 2 , r(f2, p

2) = 4, (35)

r(f1, p
2) = r(f3, p

2) = 0.

Ïóñòü ãðóïïà êëàññîâ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
íåöèêëè÷åñêàÿ. Òîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ:
{C0,0, C0,1, C1,0, C1,1} , Ci,j = {fi,j}. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ãàóññîâà êîìïîçèöèÿ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ci,j ∗ Ck,l = Ci+k,j+l (mod 2)

Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äàíûìè
ôîðìàìèè è êàê ñëåäñòâèå èç íåå ñëåäóþùåå àðèôìåòè÷åñêîå ñâîéñòâî äëÿ
÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, óäîâëåòâîðÿþùåå ÑÂ. 3, ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîé è
òîëüêî îäíîé íåöèêëè÷åñêîé ÷åòûðåõêëàññíîé áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé
fi,j(x, y) è ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî

r(fi,j,m) = 2ρ(m). (36)
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Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû öèêëè÷åñêèå áèíàðíûå êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü ãðóïïà êëàññîâ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà
h: {C0, C1, ..., Ch−1 : Ci ∗ Cj = Ci+j (mod h)}.
Ôèêñèðóåì äëÿ íàòóðàëüíîãî m ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

m = m0 ·m+ ·m− (37)

ñ âçàèìíîïðîñòûìè m0,m+,m− âèäà

m0 = rγ1

1 · · · rγe
e ñ χ1(ri) = 0, (38)

m+ = pα1
1 · · · pαn

n ñ χ1(pi) = +1, (39)
m− = qδ1

1 · · · qδf

f ñ χ1(qi) = −1. (40)
Äàëåå, ïóñòü

δ1 ≡ · · · ≡ δf ≡ 0 (mod 2). (41)
Íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ p ñ óñëîâèåì χ1(p) = 0 èëè +1 ââåäåì ôóíêöèþ

a(p) = i, åñëè r(fi, p) > 0 c 0 ≤ i ≤ h/2. (42)

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë íåîäíîêëàññíûìè öèêëè÷åñêèìè áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè
è êàê ñëåäñòâèÿ èç íåå ïîëó÷åíû àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñëà êîëè÷åñòâà
ïðåäñòàâëåíèé.

Cëåäñòâèå 3.1. Äëÿ öèêëè÷åñêèõ ôîðì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà h êîëè÷åñòâî
ïðåäñòàâëåíèé r(fi,m) ÷èñëà m = m0 · m+ · m− (37) ñ óñëîâèåì, ÷òî m−
óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèÿì (41), íå çàâèñèò îò ìíîæèòåëåé m0,m−.

Cëåäñòâèå 3.2. Åñëè ãðóïïà êëàññîâ ôîðì öèêëè÷åñêàÿ, h íå÷åòíîå è äëÿ
m = m0·m+·m− â ìíîæèòåëü m+ (39) âõîäèò ñòåïåíü pαi

i ñ Í.Î.Ä.(a(pi), h)=1
è αi ≡ h− 1 (mod h), òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

r(f0,m) = r(f1,m) = ... = r(fh−1,m). (43)

Åñëè m− äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (41), òî

r(fi,m) =
e(D1)

h
(α1 + 1) · · · (αn + 1) äëÿ 0 ≤ i ≤ h− 1. (44)

Åñëè h = p - íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
ñóùåñòâîâàíèå ñòåïåíè pαi

i |m+ ñ a(pi) 6= 0.
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Ãåîðãèåâè÷ó Æóðàâëåâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðóêîâîäñòâî è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ìíîãîêëàññíûìè áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.
2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë íåîäíîêëàññíûìè

áèíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.
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