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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìûÎäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà â òåîðèè äèî�àíòîâûõ ïðèáëè-æåíèé ÿâëÿåòñÿ àïïàðàò öåïíûõ äðîáåé. Ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñâîé-ñòâàìè ðàçëîæåíèé â öåïíûå äðîáè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷å-ñêèìè. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè öåïíûõ äðîáåé âîñõîäÿò ê òðóäàì òàêèõìàòåìàòèêîâ, êàê Ë. Ýéëåð, Äæ. Ë. Ëàãðàíæ, À. Ëåæàíäð, Ê.Ô. �àóññ. Ñè-ñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè öåïíûõ äðîáåé èìååòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãàõÎ. Ïåððîíà1 è À.ß. Õèí÷èíà2. Äðóãèì êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì òåîðèè ÷èñåë,åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûì ñ öåïíûìè äðîáÿìè, ÿâëÿþòñÿ ðÿäû Ôà-ðåÿ. Îíè ïîÿâèëèñü â 1816 ãîäó â ðàáîòàõ ñàìîãî Äæ. Ôàðåÿ3, à â íà÷àëåXX âåêà áûëè îáíàðóæåíû ñâÿçè âîïðîñîâ î ðàñïðåäåëåíèè äðîáåé Ôàðåÿ ñîñëîæíûìè çàäà÷àìè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë4. Íåñêîëüêî ìåíåå èçâåñò-íûì îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòåðíà-Áðîêî,ïîÿâèâøèåñÿ â ðàáîòàõ Ì. Øòåðíà5 è À. Áðîêî6 ñîîòâåòñòâåííî â 1858 è 1862ãîäàõ. Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ ðÿäàìèÔàðåÿ, èìåþò òàêæå îòíîøåíèå ê øèðîêî èçâåñòíîé �óíêöèè �. Ìèíêîâñêî-ãî ?(x), ðàññìîòðåííîé èì â 1904 ãîäó7. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî
?(x) áûëà ïåðåîòêðûòà À. Äàíæóà â 1932 ãîäó8. Ïîçäíåå �óíêöèÿ Ìèíêîâ-ñêîãî áûëà ïåðåîòêðûòà åùå íåñêîëüêèìè ìàòåìàòèêàìè.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ íåñî-êðàòèìûõ äðîáåé, íîñÿùèé íàçâàíèå äåðåâà Øòåðíà-Áðîêî. Íà÷íåì ñ äâóõñîñåäíèõ äðîáåé 0
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q1O. Perron. Die Lehre von den Kettenbruehen.// Stuttgart (1957)2À. ß. Õèí÷èí. Öåïíûå äðîáè.// Ì.: Ôèçìàòëèò (1960)3Farey, J. "On a Curious Property of Vulgar Frations."// London, Edinburgh and Dublin Phil. Mag. 47,385 (1816)4E. Landau, "Primzahlen"// Zwei Bd., IInd ed., with an Appendix by Dr. Paul T. Bateman, Chelsea, NewYork (1953)5Stern, M. A. "Uber eine zahlentheoretishe Funktion."// J. reine angew. Math. 55, 193-220 (1858)6A.Broot. Calul des Rouages par Approximations,Nouvelles Méthodes.// Paris (1892)7Minkowski H. Gesammelte Abhandlungen vol.2 (1911)8A. Denjoy. "Sur quelques points de la theorie des fontions."// CR Aad. Si. Paris, 194 (1932) 44-463



�èñ. 1: Äåðåâî Øòåðíà-Áðîêî.è p′
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,è òàê äàëåå.Âñþ ñîâîêóïíîñòü äîáàâëåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áèíàðíîãî äå-ðåâà (ñì. ðèñ. 1). Â ýòîì äåðåâå êàæäàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü âñòðå÷àåòñÿ4



ðîâíî îäèí ðàç. Ïîääåðåâî äåðåâà Øòåðíà-Áðîêî, ñîäåðæàùåå òîëüêî ðàöèî-íàëüíûå ÷èñëà èç îòðåçêà [0, 1], íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Ôàðåÿ. Ïîñëåäíåå âðåìÿäåðåâî Ôàðåÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì9.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðÿä) Ôàðåÿ Fn ïîðÿäêà n � ýòî âîçðàñòàþùèé íà-áîð ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñî çíàìåíàòåëÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè n, èç îòðåçêà
[0, 1]. Çàïèøåì åå â âèäå

Fn = {0 = ξ0,n, ..., ξν,n, ..., ξ#Fn,n = 1}.Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôàðåÿ.I. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôàðåÿ Fn åñòü
#Fn = 1 +

n
∑

k=1

ϕ(k),ãäå ϕ(k) � �óíêöèÿ Ýéëåðà.II. Äëÿ ïðåäåëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôàðåÿî÷åâèäíî ðàâåíñòâî
lim

n→+∞

#{ξ ∈ Fn : ξ ≤ x}

#Fn
= x.III. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Äæ. Ôðàíåëÿ10 ãëàñèò, ÷òî çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçàÁ. �èìàíà î íóëÿõ äçåòà-�óíêöèè ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî
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−1/2+ε) (∀ε > 0).Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè. Çäåñü ìû óïîìÿíåì ñòàâ-øóþ êëàññè÷åñêîé ðàáîòó Ý. Ëàíäàó11, à òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó Ñ.Á. Ñòå÷-êèíà12.9J.C. Lagarias, C.P. Tresser. A walk along the branhes of the extended Farey tree. //IBM Journal ofResearh and Development, Vol. 39 , No.3, ñòð. 283 - 294 (1995).10J. Franel. "Les suites de Farey et le probleme des nombres premiers"//Gottinger Nahr (1924)11E. Landau. "Bemerkungen zu der vorstehenden Abhandlung von Herrn Franel."// Gottinger Nahrihten,202-206 (1924)12Ñ. Á. Ñòå÷êèí. "�ÿäû Ôàðåÿ"// Ìàòåì. çàìåòêè,òîì 61, âûï.1(1997) ñòð.91�1135



IV. Óïîìÿíåì òåîðåìû �. Õîëëà13 îá àñèìïòîòèêàõ äëÿ ìîìåíòîâ ðàçáèå-íèé îòðåçêà [0, 1] äðîáÿìè Ôàðåÿ. Ïóñòü 0 = x0,n < x1,n < · · · < xN(n),n = 1 �íåêîòîðûå òî÷êè â [0,1℄, pi,n = xi,n−xi−1,n, i = 1, . . . , N (n) �äëèíû èíòåðâàëîâ
[xi−1,n, xi,n) . Äëÿ �èêñèðîâàííîãî β ïîëîæèì

σβ

(
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)
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∑

i=1

p
β
i,n.Î÷åâèäíî, ÷òî
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)

= 1, σ0

(

x0,n, x1,n, . . . , xN(n),n

)

= N(n)äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ x0,n, x1,n, . . . , xN(n),n. Â 1970 ãîäó �. Õîëë â ñâîåé ðà-áîòå13 ïîëó÷èë ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âåëè÷èíû σβ (Fn)äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôàðåÿ:Òåîðåìà A.
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(
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,ãäå γ � êîíñòàíòà Ýéëåðà, ζ (s) � ζ-�óíêöèÿ �èìàíà.Òåîðåìà B.Äëÿ ëþáîãî öåëîãî β ≥ 3
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1
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logθ n
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,ãäå θ = 0 ïðè β > 3 è θ = 1 ïðè β = 3, è
Kβ = 2
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.Òåîðåìà Ñ.Äëÿ ëþáîãî öåëîãî β > 0
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(

n2β+1 log n
)

,13R.R. Hall. A note on Farey series.// J.London Math So.(2) 2 (1970), ñòð. 139-1486



ãäå
K−β =

6

π2
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}

.Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíî îáîáùàëñÿ è óñèëèâàëñÿ â ðà-áîòàõ ñàìîãî �. Õîëëà14, �. Õîëëà è Æ. Òåíåíáàóìà15, Ñ. Êàíåìèöó16, Ñ. Êà-íåìèöó, �. Ñèòà �àìà ×àíäðà �àî, À. Ñèâà �àìà Ñàðìà17 è äðóãèõ.Òåïåðü ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî è ïå-ðå÷èñëèì èõ íåêîòîðûå ñâîéñòâà, ïîäîáíûå ñâîéñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéÔàðåÿ èç ïóíêòîâ I � IV âûøå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòåðíà-Áðîêî ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþ-ùèé íàáîð Fn ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé èç [0, 1], îïðåäåëÿåìûé èíäóêòèâíûìîáðàçîì. Ïóñòü
F1 = {0, 1} =

{

0

1
,
1

1

}è
Fn+1 = Fn ∪ Qn+1,ãäå Qn+1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåäèàíò ñîñåäíèõ äðîáåé â Fn.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî ïîðÿäêà nñóììà íåïîëíûõ ÷àñòíûõ â ïðåäñòàâëåíèè â âèäå öåïíîé äðîáè íå ïðåâîñõî-äèò n.I. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â n-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòåðíà-Áðîêî åñòü
#Fn = 2n−1 + 1.II. Ïðåäåëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ?(x)

lim
n→+∞

#{ξ ∈ Fn : ξ ≤ x}

#Fn
=?(x).14R. R. Hall. "On onseutive Farey ars II"// Ata Arith. 66 (1994), 1�9.15R. R. Hall and G. Tenenbaum. "On onseutive Farey ars"// Ata Arith. 44 (1984), 397�405.16S. Kanemitsu. "On some sums involving Farey Frations."// Math. J. Okayama Univ. 20, 101 - 113. (1978)17S. Kanemitsu, R. Sita Rama Chandra Rao and A. Siva Rama Sarma. "On some sums involving FareyFrations I."//J. Math. So. Japan 34 (1982), 125- 1427



Îïðåäåëåíèå �óíêöèè Ìèíêîâñêîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
?(0) = 0, ?(1) = 1;åñëè çíà÷åíèå �óíêöèè îïðåäåëåíî äëÿ ñîñåäíèõ äðîáåé p

q ,
p′

q′ â êàêîé-ëèáîïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòåðíà-Áðîêî Fn ïîðÿäêà n, òî
?

(

p + p′

q + q′

)

=
1

2

(

?

(

p

q

)

+?

(

p′

q′

))

;äàëåå íà îòðåçêå [0, 1]�óíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòà �óíêöèÿ áûëà ââåäåíà �. Ìèíêîâñêèì7. Îáîçíà÷å-íèå ?(x) ïðèíàäëåæèò Ìèíêîâñêîìó. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó À. Äàíæóà8, åñëèèçâåñòíî ðàçëîæåíèå èððàöèîíàëüíîãî x ∈ [0, 1] â ðåãóëÿðíóþ öåïíóþ äðîáü
x = [0; a1, ..., at, ...], òî

?(x) =
1

2a1−1
−

1

2a1+a2−1
+ ... +

(−1)n+1

2a1+...+an−1
+ ....Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, 1].Ñîãëàñíî òåîðåìå À. Ëåáåãà îíà ïî÷òè âñþäó äè��åðåíöèðóåìà. Áîëåå òîãî,èçâåñòíî18, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ ïî÷òè âñþäó ðàâíà íóëþ è ÷òî îíà ìîæå ïðè-íèìàòü (â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå) òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � 0 èëè +∞. ÔóíêöèÿÌèíêîâñêîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà19.Îñîáî îòìåòèì, ÷òî íåäàâíî Äæ. Ïàðàäèç, Ï. Âèàäåð è Ë. Áèáèëîíè äî-êàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó20:Òåîðåìà D.1. Åñëè äëÿ âåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ∈ (0, 1) â ðàçëîæåíèè âöåïíóþ äðîáü x = [0; a1, ..., at, ...] ñ κ1 = 1.388+ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim sup
t→∞

a1 + ... + at

t
< κ1è ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò, òî ?′(x) = +∞.18A. Denjoy, "Sur une fontion r elle de Minkowski // J. Math. Pures Appl. vol. 17 (1938) pp. 105-155.19Kinney J.R. Note on a singular funtion of Minkowski. // Pro. Amer. Math. So. 11 (1960), p. 788 - 789.20Paradis J., Viader P., Bibiloni L. The derivative of Minkowski's ?(x) funtion. // J. Math. Anal. and Appl.253 (2001), 107 - 125. 8



2. Ïóñòü κ3 = 5.319+ åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ 2 log(1+x)
log 2

− x = 0. Åñëè äëÿâåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ∈ (0, 1) â ðàçëîæåíèè â öåïíóþ äðîáü
x = [0; a1, ..., at, ...] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim inf
t→∞

a1 + ... + at

t
≥ κ3,è ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò, òî ?′(x) = 0.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå À. ß. Õèí÷èíà2, äëÿ ïî÷òè âñåõâåùåñòâåííûõ ÷èñåë âûïîëíåíî

lim
n→∞

a1 + ... + an

n
= +∞,òàê ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü óïîìÿíóòîé òåîðåìû òðåõ àâòîðîâ êàñàåòñÿ ïîâåäåíèÿïðîèçâîäíîé �óíêöèè Ìèíêîâñêîãî íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.III. Åñëè îáîçíà÷èòü çàm(x) �óíêöèþ, îáðàòíóþ ê �óíêöèè Ìèíêîâñêîãî

?(x), è ïîëîæèòü
g(x) = (m(x) − x)2,

A =

∫ 1

0

g(x)dx,òî áóäåò âûïîëíåíî
2n

∑

j=1

(

ξj,n −
j

2n

)2

= 2n · A + θn, |θn| ≤ 4.ãäå ξj,n(j = 0, 1, . . . , 2n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòåðíà-Áðîêî. Ýòîò ðåçóëüòàòíåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîêñìû21 è òîãî �àêòà, ÷òî ïîëíàÿâàðèàöèÿ �óíêöèè g(x) íå ïðåâîñõîäèò 4.IV. Í.�. Ìîùåâèòèí è A. Æèãëÿâñêèé â 2004 ãîäó â ðàáîòå22 äëÿ ìîìåí-òîâ ðàçáèåíèé îòðåçêà [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòåðíà-Áðîêî ïîëó÷èëèñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:21Ë. Êåéïåðñ, �. Íèäåððåéòåð. �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.// Ì.: Íàóêà(1985),ñòð. 15722Moshevitin N. , Zhigljavsky A. Entropies of the partitions of the unit interval generated by the Farey tree.//Ata Arithmetia 115.1 (2004), ñòð. 47-58. 9



Òåîðåìà E.Äëÿ ëþáîãî β > 1

σβ (Fn) =
2

nβ

ζ (2β − 1)

ζ (2β)
+ O

(

log n

n(β+1)(2β−1)/(2β)

)

,ãäå ζ (s) � ζ -�óíêöèÿ �èìàíà.Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå23 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî β < 1 ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
σβ (Fn) ≥ Ceγn,ãäå C è γ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ìíîãîìåðíûå îáîáùå-íèÿ èìåþòñÿ ó Í.�. Ìîùåâèòèíà è Ì. Âèåëõàáåðà24.Àêòóàëüíîñòü òåìû îáóñëîâëåíà ñêàçàííûì âûøå.Öåëü ðàáîòûÖåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäíîé �óíê-öèè Ìèíêîâñêîãî â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíûõ ÷àñòíûõ àðãóìåíòà, à òàêæåóòî÷íåíèå ñóùåñòâóþùèõ àñèìïòîòèê äëÿ ìîìåíòîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîãîîòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòåðíà-Áðîêî.Íàó÷íàÿ íîâèçíàÂ äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:1. Óòî÷íåíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-íîé �óíêöèè Ìèíêîâñêîãî, òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Ìèí-êîâñêîãî ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ âñåõ ÷èñåë åäèíè÷íîãî îòðåçêà ñ íåïîëíû-ìè ÷àñòíûìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè ÷åòûðåõ;2. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ìîìåíòîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷-íîãî îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòåðíà-Áðîêî, óëó÷øàþùàÿ ðàíåå èç-âåñòíûå îöåíêè.23M. Kessebohmer, B. O. Stratmann. Stern-Broot pressure and multifrational spetra in ergodi theory ofnumbers.// Stohastis and Dynamis, Vol.4, No. 1(2004), ñòð. 77-8424Ì. Âèåëõàáåð, Í. �. Ìîùåâèòèí. Àñèìïòîòèêè äëÿ äâóìåðíûõ ñåòåé Ôàðåÿ-Áðîêî.// Äîêëàäû Àêà-äåìèè Íàóê, òîì 416, N1,(2007) ñòð.11-14. 10



Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, äåéñòâèòåëüíî-ãî àíàëèçà, òåîðèè öåïíûõ äðîáåé è ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòûÄèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïî-ëåçíû ñïåöèàëèñòàì, èçó÷àþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòèØòåðíà-Áðîêî, öåïíûåäðîáè, �óíêöèþ Ìèíêîâñêîãî.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû�åçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõñåìèíàðàõ Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó è íàó÷íûõ êîí�å-ðåíöèÿõ:1. XIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-íûõ (Ì�Ó, 2006);2. ¾Analitial and Combinatorial Methods in Number Theory and Geometry¿(Ì�Ó, 2006);3. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì À.À. Êà-ðàöóáû, Í.�. Ìîùåâèòèíà, Þ.Â. Íåñòåðåíêî â 2006, 2007 ãã.;4. ¾Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.�. Ìî-ùåâèòèíà, À.Â. Óñòèíîâà â 2005, 2006, 2007 ãã.;5. ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Î.Ì. Êàñèì-Çàäå â 2007 ã.Ïóáëèêàöèè�åçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 2 ðàáîòàõ, ñïèñîêêîòîðûé ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðå�åðàòà.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 2 ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è áèáëèî-ãðà�èè (34 íàèìåíîâàíèÿ). Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 79 ñòðàíèö è 2 ðèñóíêà.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû1. Ñîäåðæàíèå ââåäåíèÿ.Âî ââåäåíèè èçëîæåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ èññëåäóåìîãî âîïðîñà, ïîêàçàíààêòóàëüíîñòü òåìû è ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Îñ-íîâíàÿ ÷àñòü ââåäåíèÿ ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþ àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé Ôàðåÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî.2. Ñîäåðæàíèå ïåðâîé ãëàâû.Â ïåðâîé ãëàâå ìû óòî÷íÿåì ïðîöèòèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó D è äîêà-çûâàåì ñëåäóþùèé íåóëó÷øàåìûé ðåçóëüòàò.Äëÿ j ∈ N îáîçíà÷èì
λj =

j +
√

j2 + 4

2
, Lj = ln λj − j ·

ln 2

2
.Çäåñü j < λj < j + 1. Îòìåòèì, ÷òî

L2 > L3 > L1 > L4 > 0 > L5 > L6 > ... (1)Íàì ïîíàäîáÿòñÿ êîíñòàíòû
κ1 =

2 lnλ1

ln 2
= 1.388+, κ2 =

4L5 − 5L4

L5 − L4
= 4.401+. (2)Òåîðåìà 1.1.1. Åñëè äëÿ âåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ∈ (0, 1) â ðàçëîæåíèè âöåïíóþ äðîáü x = [0; a1, ..., at, ...] ñ κ1, îïðåäåëåííûì âûøå, âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî

lim sup
t→∞

a1 + ... + at

t
< κ1,òî ?′(x) ñóùåñòâóåò è ?′(x) = +∞.
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2. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëü-íîñòü x òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå
lim
t→∞

a1 + ... + at

t
≤ κ1 + εè ?′(x) = 0.Òåîðåìà 1.2.1. Åñëè äëÿ âåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ∈ (0, 1) â ðàçëîæåíèè âöåïíóþ äðîáü x = [0; a1, ..., at, ...] ñ κ2, îïðåäåëåííûì âûøå, âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî

lim inf
t→∞

a1 + ... + at

t
> κ2, (3)òî ?′(x) ñóùåñòâóåò è ?′(x) = 0.2. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëü-íîñòü x òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå

lim
t→∞

a1 + ... + at

t
≥ κ2 − εè ?′(x) = +∞.Êðîìå ýòîãî, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1.3.Åñëè â ðàçëîæåíèè èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x = [0; a1, ..., at, ...] â íåïðå-ðûâíóþ äðîáü âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå aj íå ïðåâîñõîäÿò 4, òî ?′(x) = ∞.Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò È.Ä. Êàíà25 î ñðàâíå-íèè êîíòèíóàíòîâ.3. Ñîäåðæàíèå âòîðîé ãëàâû.Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû óòî÷íÿåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâîÌîùåâèòèíà�Æèãëÿâñêîãî äëÿ ìîìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ïîðîæäåííîãî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòÿìè Áðîêî, è äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.25Êàí È.Ä. Óòî÷íåíèå ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ êîíòèíóàíòîâ. // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, 2000, Ò. 12, Â. 3.Ñ. 72 - 75.
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Òåîðåìà 2.1.Äëÿ ëþáîãî β > 1 âûïîëíåíî
σβ (Fn) =

1

nβ

2ζ (2β − 1)

ζ (2β)
+

∑

1≤k<2β−2

Ck
1

nβ+k
+

∑

0≤k<β−2

C∗
k

1

n2β+k
+

+O

(

log3β n

n3β−2

)

,ãäå Ck (β), 1 ≤ k ≤ 2β−2 , C∗
k(β), 0 ≤ k ≤ β−2 �íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûåêîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò β .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 îïèðàåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, êî-òîðûé ìîæåò èìåòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ âåêòîðîâ a = (a1, . . . , at), t ≥ 1, at ≥ 2 è

aj ≥ 1, j = 1, . . . , t − 1.Ïóñòü
An = {a = (a1, . . . , at) ∈ A|a1 + · · · + at = n}.Êàæäîìó a = (a1, . . . , at) ∈ A ñîïîñòàâèì öåïíóþ äðîáü [0; a1, . . . , at] (òàê êàêöåëàÿ ÷àñòü âñåãäà ðàâíà íóëþ, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì åå îáîçíà÷àòü [a1, . . . , at])è ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòèíóàíò 〈a1, . . . , at〉, ïóñòîé êîíòèíóàíò ðàâåí 1, -1-éêîíòèíóàíò ðàâåí 0.�àññìîòðèì ñóììó

σβ(n) =
∑

(a1,...,at)∈An

1

〈a1, . . . , at〉2βñ �èêñèðîâàííûì β > 1 .Òåîðåìà 2.2.Äëÿ ëþáîãî β > 1 ñ íåêîòîðûìè ý��åêòèâíûìè êîíñòàíòàìè C ′
k, çà-âèñÿùèìè îò β, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

σβ(n) =
1

n2β

(

ζ (2β − 1)

ζ (2β)
+ 2

(

ζ (2β − 1)

ζ (2β)

)2
)

+
∑

1≤k<2β−2

C ′
k

1

n2β+k
+

+O

(

log4β n

n4β−2

)
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